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Introduction

Dans ce travail, nous nous intéressons à l’analyse mathématique des équations aux dérivées

partielles de type elliptiques qui correspondent à des modèles physiques stationnaires, c’est-à-dire

indépendants de temps.

Les équations aux dérivées partielles de type elliptiques interviennent dans les études scienti-

�ques. Il est souvent di�cile de démontrer l’existence et unicité de la solution du problème posé,

plus précisément, on s’intéresse à des équations aux dérivées partielles de la forme :

−div(A(x)∇u) = f dans Ω, (P )

où u est l’inconnue, f ∈ L2(Ω), A = (Aij)ij ∈ C1
(
Ω, RN×N

)
et Ω est un domaine de classe C1 et

borné de l’espace R
N .

L’objectif principale de ce mémoire est d’appliquer des di�érences méthodes, pour étudier l’exis-

tence et l’unicité du problème (P ) avec des conditions aux limites de types Dirichlet et Neumann

homogène et non-homogène.

Le reste de ce mémoire est composé de trois chapitre, présentés comme suit :

• Le premier chapitre est consacré aux rappels de quelques outils de base avec des résultats prélimi-

naires essentiels dans l’étude de notre travail, parmi ces outils de base, on rappels les notations de

distribution, l’analyse convexe, l’analyse fonctionnelle, en particulier, ceux des espaces de Hilbert et

de Sobolev.

• Le deuxième chapitre est voué à étudier l’existence, l’unicité et régularité de la solution du pro-

blème (P ) avec une condition aux limite de type Dirichlet homogène et non-homogène.

• Dans le dernière chapitre voué à étudier l’existence et l’unicité et régularité de la solution du pro-

blème (P ) avec des conditions aux limite de type Neumann homogène et non-homogène, et en�n

on termine ce travail par une conclusion.
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Notations

C : L’ensemble de tout le nombres complexe.

R : L’ensemble de tout les nombres réels.

N : L’ensemble de tout les nombres entiers non négative.

∇u(x) : Le gradient de u, noté gradu(x).

∆u : Laplacien de u.

C(Ω) : L’espaces des fonctions sur Ω on note, C(Ω) = {f : Ω −→R, f continue}.

C(Ω) : Fonctions continues sur Ω.

Ck(Ω) : L’espace des fonctions k fois continument di�érentiables sur Ω (k entier > 0).

Ckc (Ω) : L’ensemble des fonctions Ck(Ω) qui sont à support compact dans Ω.

Cc(Ω) : Fonctions continues à support compact dans Ω.

D(Ω) : L’espace des fonctions C∞(Ω) sur Ω à support compact dans Ω, (dit aussi espace

des fonctions test).

D′ (Ω) : L’espace dual, tel que D′ (Ω) = {L : D(Ω) −→ R, linéaire continue } = espace des

distributions.

S(RN ) : L’ensemble de ces fonctions est un espace vectoriel.

S
′
(RN ) : Le dual topologique de S(RN ).

W
m,p
0 (Ω) : L’adhérence de l’espace D(Ω) dans Wm,p(Ω) au sens de la norme ‖ ‖m,p.

(RN )+ = R
N−1×]0,+∞[.
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Chapitre 1

Rappels élémentaires

Ce premier chapitre a pour but de présenter (ou de rappeler) quelques notions nécessaires sur les

distributions, l’espace fonctionnel, l’espace convexe et l’espaces de Sobolev, utilisés tout le longe de

ce travaille à usage permanent dans les prochains chapitres. Ces importantes notions sont énoncées

sous forme de dé�nitions, théorèmes, corollaires et lemmes.

Dé�nition 1.0.1. (Espace de Banach) Soit {un}n∈N une suite dans un espace normé (V ,‖.‖). On dite

que cette suite est de Cauchy

lim
n,m−→+∞

‖un −um‖ = 0.

L’espace normé (V ,‖.‖) est dite de Banach si toute suite de Cauchy dans V converge vers un élément de

V (pour la norme ‖.‖). En d’autres termes, un espace de Banach est un espace normé complet.

Théorème 1.0.1. Soit (V ,〈., .〉) un espace linéaire muni d’un produite scalaire. Posons

‖v‖ =
√
〈v,v〉 pour tout v ∈ V . Alors le couple (V ,‖.‖) est un espace normé et

|〈u,v〉| ≤ ‖u‖ · ‖v‖ ∀u,v ∈ V .

Un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme et induite par un produit scalaire.

1.1 Distributions

Une fonctionnelle linéaire et continue dé�nie sur l’espace D(Ω) est une distribution.
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CHAPITRE 1. RAPPELS ÉLÉMENTAIRES

1.1.1 Les espaces des fonctions tests

Dé�nition 1.1.1. (Espace D(Ω)) SoitΩ un ouvert non vide de Rn ; on appelle espace des fonctions

test et on note D(Ω) l’ensemble :

D(Ω) = {u ∈ C∞(Ω)|∃Kcompact,K ⊂Ω,u ∈ DK (Ω)}.

Notation 1.1.1. On note alors D′ (Ω) l’ensemble des distributions sur Ω. C’est un espace vectoriel sur

R.

Remarque 1.1.1. L’ensemble de toutes les formes linéaire continues sur un espace vectoriel normé V ,

alors on note D′(Ω) l’ensemble des distributions surΩ est appelé espace dual de D(Ω).

Dé�nition 1.1.2. (Distribution) On appelle distribution T surΩ tout fonctionnelle linéaire continue

sur l’espace vectoriel D(Ω).

T :


D −→C

ϕ 7−→ 〈T ,ϕ〉 = T (ϕ)

elle satisfait les deux conditions suivantes :

Linéarité :

〈T ,λ1ϕ1 +λ2ϕ2〉 = λ1〈T ,ϕ1〉+λ2〈T ,ϕ2〉 ∀λ1,λ2 ∈R et ϕ1,ϕ2 ∈ D

Continuité : Si la suite (ϕk) converge dans D vers ϕ,alors (T ,ϕk) converge au sens usuel vers 〈T ,ϕ〉

ϕk −→ ϕ dans D alors 〈T ,ϕk〉 −→ 〈T ,ϕ〉 dans R ou C.

Dé�nition 1.1.3. (Support d’une fonction) Support d’une fonction f : Rn −→R (ou (C) par

suppf = adh{x ∈Rn : f (x) , 0},

c’est-à-dire l’adhérence de l’ensemble des x tels que f (x) est non identiquement nulle. Autrement dit,

c’est le plus petit ensemble fermé en dehors duquel f est identiquement nulle.
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CHAPITRE 1. RAPPELS ÉLÉMENTAIRES

1.1.2 Convergence des suites de distributions

Dé�nition 1.1.4. On dit qu’une suite (Tn)n∈N de distributions surΩ converge vers T ∈ D′ (Ω) lorsque

pour toute fonction test ϕ ∈ C∞0 (Ω),

lim
n−→∞

〈Tn,ϕ〉 = 〈T ,ϕ〉

.

1.1.3 Distributions régulières et singulières

Dé�nition 1.1.5. Une fonction f : Rn −→ R (ou C) est dit localement intégrable si elle est intégrable

sur tout ensemble borné K de Rn, c’est-à-dire, si

∫
K
|f (x)|dx < +∞.

Soit f une fonction localement intégrable sur R, alors f dé�nit une distribution par :

〈Tf ,ϕ〉 =
∫ +∞

−∞
f (x)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ D(R).

Une fonction f : R −→ C est dite localement sommable si elle est intégrable sur tout intervalle borné(�ni),

on note f ∈ L1
Loc. A tout fonction f localement sommable, on note la distribution Tf associée à f dé�nie

par

〈Tf ,ϕ〉 =
∫
Ω

f (x)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈D(Ω).

Pour toute fonction d’essai(test) ϕ dans D. Il est facile de constanter que l’expression a un sens

∣∣∣∣∣∫
Ω

f (x)ϕ(x)dx
∣∣∣∣∣ ≤ ∫

Ω

|f (x)||ϕ(x)|dx ≤ sup |ϕ(x)|
∫
Ω

|f (x)|dx

c’est une distribution régulière.

Notation 1.1.2. L’ensemble des fonctions localement intégrables forme un espace noté L1
loc(Ω).
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CHAPITRE 1. RAPPELS ÉLÉMENTAIRES

Remarque 1.1.2. La distribution de Dirac δ n’est pas régulière.

Toute distribution qui ne peut pas s’écrire sous cette forme est dit singulière.

1.1.4 Support d’une distribution

Dé�nition 1.1.6. Pour T ∈ D′ (Ω), on appelle support de T , noté supp T , la complémentaire du plus

grand ouvert où T est nulle.

Proposition 1.1.1. Soit T ∈ D′ (Ω) et soitϕ ∈ C∞0 (Ω) telles que supp T∩ suppϕ = ∅.Alors, 〈T ,ϕ〉 =

0.

Dé�nition 1.1.7. (Distribution à support compact) On dit que T ∈ D′ (Ω) est à support compact

lorsque supp T est compact. On note l’ensemble des distributions à support compact ε
′
(Ω)

Proposition 1.1.2. Une distribution de ε
′
(Ω) peut être prolongée à C∞(Ω).

1.1.5 Dérivées d’une distribution

Soit f une fonction de classe C1. On intègre par partie, on obtient

〈f
′
,ϕ〉 =

∫ +∞

−∞
f
′
(x)ϕ(x)dx = −

∫ +∞

−∞
f (x)ϕ

′
(x)dx = −〈f ,ϕ

′
〉

car ϕ(±∞) = 0. On est donc conduit à la dé�nition générale suivante :

Dé�nition 1.1.8. On appelle dérivée T
′
d’une distribution T , la fonctionnelle dé�nie par la relation

〈T
′
,ϕ〉 = −〈T ,ϕ

′
〉, ϕ ∈ D.

Corollaire 1.1.1. Tout distribution est indé�niment dérivable et ses dérivées sont des distribution.

Dé�nition 1.1.9. ( Dérivée partielle d’une distribution ) La dérivée partielle d’une distribution T

par rapport au multi-indice m est

〈DmT ,ϕ〉 = (−1)|m|
〈
T ,
∂mϕ

∂xm

〉
∀ϕ ∈D(Ω).
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CHAPITRE 1. RAPPELS ÉLÉMENTAIRES

1.2 Les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels. Qui sont bien adaptés à la résolution de

nombreux problèmes d’équations di�érentielles aux dérivées partielles. Tout comme les espaces de

Lebesgue, ces espaces sont des espaces de Banach(espace vectoriels normés complets).

Nous rappelons ici les notions essentielles sur les espaces fonctionnels, particulièrement, les espaces

Lp et les espaces de Sobolev.

1.2.1 Rappel sur les espaces de Lp

Dé�nition 1.2.1. (Espace Lp(Ω)) Soit Ω un ouvert de RN l’espace Lp est l’ensemble des fonctions

mesurables intégrables surΩ, et pour tout 1 ≤ p <∞ ; on dé�nit

Lp(Ω) = {f : Ω −→R, f est mesurable et |f |p ∈ L1(Ω)},

que l’on munit de la norme :

‖f ‖Lp(Ω) =
(∫

Ω

|f (x)|pdx
) 1
p

.

Théorème 1.2.1. Lp(Ω) est un espace de Banach pour tout 1 6 p 6∞.

Espace L1(Ω)

Dé�nition 1.2.2. L1(Ω), espaces des fonctions sommables surΩ, muni de la norme dé�nie par

‖f ‖1 =
∫
Ω

|f (x)|dx.

L’espace vectoriel L1(Ω) est un espace de Banach.

Espace L2(Ω)

Dé�nition 1.2.3. (Espace L2(Ω)) Pour p = 2 on note L2(Ω) l’ensemble des fonctions de carré som-

mable c’est-à-dire

L2(Ω) = {u : Ω −→R|
∫
Ω

|u(x)|2dx <∞}.

L2(Ω) est un espace fonctionnel linéaire.

Théorème 1.2.2. (Inégalité de Cauchy- Schwartz) Pour tous u,v ∈ L2(Ω), on a :

11



CHAPITRE 1. RAPPELS ÉLÉMENTAIRES

∣∣∣∣∣∫
Ω

uvdx

∣∣∣∣∣ ≤ (∫
Ω

|u(x)|2dx
) 1

2
(∫

Ω

|v(x)|2dx
) 1

2

.

C’est-à-dire en notation abrégée

|〈u,v〉| ≤ ‖u‖ ‖v‖.

Corollaire 1.2.1. Soit f ∈ L2(Ω). Si pour toute fonction φ ∈ C∞c (Ω) on a

∫
Ω

f (x)φ(x)dx = 0,

alors f (x) = 0 presque partout dansΩ

Espace L∞(Ω)

Lorsque p =∞, on a la dé�nition suivante :

L∞(Ω) = {f : Ω −→R, f est mesurable et ∃C ∈R+ telle que |f (x)| ≤ C presque partout}.

Dont la norme est :

‖f ‖L∞(Ω) = inf{C ≤ 0 : |f (x)| ≤ C presque partout}.

Remarque 1.2.1. Si f ∈ L∞(Ω) on a

|f (x)| 6 ‖f ‖L∞ p.p sur Ω.

Théorème 1.2.3. (Densité) SoientΩ un ouvert deRN , f ∈ Lp(Ω),1 6 p <∞. Alors il existe une suite

fn ∈ C∞c (Ω) tel que

1) |fn|p 6 |f |p,

2) fn tend vers f dans Lp(Ω).

Si de plus f ∈ L∞(Ω)
⋂
Lp(Ω), on peut choisir fn telle que |fn|∞ 6 |f |∞.

1.2.2 Espaces de Sobolev

Dé�nition 1.2.4. (Espaces de Sobolev) Pour 1 ≤ p < +∞, on dé�nit l’espace de Sobolev W 1,p(Ω)

par :

12



CHAPITRE 1. RAPPELS ÉLÉMENTAIRES

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);u a une dérivée faible u
′ ∈ Lp(Ω)}.

On le munit de la norme ‖u‖W 1,p = ‖u‖Lp + ‖u ′‖Lp . Et la dé�nition générale est sous la forme :

Wm,p = {u ∈ Lp(Ω)|∀α ∈NN , |α| 6m =⇒Dαu ∈ Lp(Ω)}.

Notation 1.2.1. Pour p = 2 on note :

H1(Ω) =W 1,2(Ω).

L’espace H1 est muni de produit scalaire

〈u,v〉H1 = 〈u,v〉L2 + 〈u
′
,v
′
〉L2 .

Pour k > 1, on note Hk(Ω) =W k,2(Ω).

L’espace Hm(Ω)

Dé�nition 1.2.5. Pour un entier m ≥ 0, l’espace de Sobolev Hm(Ω) est dé�ni par

Hm(Ω) = {v ∈ L2(Ω) tel que, ∀α avec |α| ≤m,∂αv ∈ L2(Ω)},

où la dérivée partielle ∂αv est à prendre au sens faible.

Proposition 1.2.1. Muni du produit scalaire

〈u,v〉 =
∫
Ω

∑
|α|≤m

∂αu(x)∂αv(x)dx

et de la norme ‖u‖Hm(Ω) =
√
〈u,u〉, l’espace de Sobolev Hm(Ω) est un espace de Hilbert.

L’espace H1(Ω)

Dé�nition 1.2.6. Soit Ω un ouvert de RN . On note H1(Ω) l’espace fonctionnel linéaire dé�ni par

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : ∂u∂xi ∈ L
2(Ω),∀i = 1, ...,N }.

La dérivation est à comprendre au sens des distributions. En d’autres termes, une fonction u ∈ L2(Ω)

est dans H1(Ω) s’il existe des fonctions v1, ...,vN dans L2(Ω) telles que :

13



CHAPITRE 1. RAPPELS ÉLÉMENTAIRES

∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
Ω

viϕdx, ∀ϕ ∈ D(Ω), ∀i = 1, ...,N .

Corollaire 1.2.2. Toute fonction de C1([−1,1]) est dans H1(]− 1,1[).

Proposition 1.2.2. Muni du produit scalaire

〈u,v〉 =
∫
Ω

(u(x)v(x) +∇u(x).∇v(x))dx

et de la norme

‖u‖H1(Ω) =
(∫

Ω

(|u(x)|2 + |∇u(x)|2)dx
) 1

2

l’espace de Sobolev H1(Ω) est un espace de Hilbert.

Théorème 1.2.4. (de trace) SoitΩ un ouvert borné régulier de classe C1, ou bienΩ = R
N
+ . On dé�nit

l’application trace γ0

H1(Ω)
⋂
C(Ω) −→ L2(∂Ω)

⋂
C(∂Ω)

v −→ γ0(v) = v|∂Ω.

Cette application γ0 ce prolonge par continuité en une application linéaire continue de H1(Ω) dans

L2(∂Ω), notée encore γ0.

Dé�nition 1.2.7. (Trace au bord) La restriction au bord Γ d’une fonction de v ∈ H1(Ω) est appelée

trace au bord de w et est notée v|Γ ou encore γ0(v).

Théorème 1.2.5. (Trace au bord) L’ensemble des traces au bord des fonctions de H1(Ω) forme un

sous-espace de L2(Γ ) noté H
1
2 (Γ ). Plus succinctement, on a :

γ0(H1(Ω)) =H
1
2 (Γ ) $ L2(Γ ). (1.2)

Espace H1
0 (Ω)

Dé�nition 1.2.8. (L’espaceH1
0 (Ω)) SoitD∞c (Ω) l’espace des fonctions de classeC∞ à support compact

dansΩ. L’espace de Sobolev H1
0 (Ω) est dé�ni comme l’adhérence de C∞c (Ω) dans H1(Ω).

Dé�nition 1.2.9. On dé�ni l’espace H1
0 (Ω) comme la fermeture de D(Ω) pour la norme ‖.‖H1(Ω)

ainsi, pour chaque v ∈H1
0 (Ω), il existe une suite ϕn ∈ D(Ω) tell que :

lim
i−→∞

‖ϕn − v‖H1(Ω) = 0

14



CHAPITRE 1. RAPPELS ÉLÉMENTAIRES

les fonction de H1
0 (Ω) s’annulent donc au bord et on peut écrire :

H1
0 (Ω) = {v ∈H1(Ω)|v = 0 sur Γ }

=H1
Γ

(Ω) = kerγ0

kerγ0 = {v ∈H1(Ω)|γ0(v) = 0}.

On peut aussi dé�nir

H1
0 (Ω) = {v ∈H1(Ω)|v = 0 sur Γ0}.

Notation 1.2.2. H1
0 (Ω) la fermeture de D(Ω) dans H1(Ω)

Théorème 1.2.6. (Formule de Green) Soit Ω un ouvert borné pour des fonctions de classe C1. Si u

et v sont des fonctions de H1(Ω), elle véri�ent

∫
Ω

u(x)
∂v
∂xi

(x)dx = −
∫
Ω

v(x)
∂u
∂xi

(x)dx+
∫
∂Ω
u(x)v(x)ni(x)ds,

où n = (ni)1≤i≤N est la normale unité extérieure à ∂Ω.

Théorème 1.2.7. (Inégalité de Poincaré) SoitΩ un ouvert deRN borné dans au moins une direction

de l’espace. Il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction v ∈H1
0 (Ω),

∫
Ω

|v(x)|2dx ≤ C
∫
Ω

|Ov(x)|2dx.

Corollaire 1.2.3. Soit Ω un ouvert de RN borné dans au moins une direction de l’espace. Alors la

semi-norme

|v|H1
0 (Ω) =

(∫
Ω

|∇v(x)|2dx
) 1

2

est une norme sur H1
0 (Ω) équivalente à la norme usuelle induite par celle de H1(Ω).

L’espace H2(Ω)

Dé�nition 1.2.10. (EspaceH2(Ω)) SoitΩ un ouvert deRN . On noteH2(Ω) l’ensemble des fonctions

de L2(Ω) dont toutes les dérivées premières et secondes (au sens des distributions) sont dans L2(Ω) :

H2(Ω) = {u ∈ L2(Ω) tel que
∂u
∂xi

,
∂2u
∂xi∂xj

∈ L2(Ω) pour tout 1 ≤ i, j ≤N }.

Remarque 1.2.2. Les fonctions de H2(Ω) sont plus régulière elles H1(Ω).

15
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Théorème 1.2.8. Le dual de H1
0 (Ω) s’identi�e à un sous-espace de D′ (Ω). On note H−1(Ω). De plus,

on a

H−1(Ω) = {u ∈ D
′
,u = f0 +

N∑
i=1

∂fi
∂xi

, fi ∈ L2}.

Théorème 1.2.9. (d’injection) Il existe une constante C (dépendant seulement demes(Ω) ≤∞) telle

que

‖u‖L∞(Ω) ≤ C‖u‖W 1,p(Ω) ∀u ∈W 1,p(Ω) ∀1 ≤ p ≤∞

autrement ditW 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω) avec l’injection continue pour tout 1 ≤ p ≤∞.

De plus, lorsqueΩ est borné on a

• l’injectionW 1,p(Ω) ⊂ C(Ω) est compacte pour 1 < p ≤∞ et

• l’injectionW 1,1(Ω) ⊂ Lq(Ω) est compacte pour 1 ≤ q <∞.

Proposition 1.2.3. L’espaceW 1,p est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤∞. L’espaceW 1,p est ré�exif

pour 1 < p <∞ et séparable pour 1 ≤ p <∞.

L’espace H1 est espace de Hilbert séparable.

Dé�nition 1.2.11. Une partition de l’unité de classeC∞ subordonnée à un recouvrement ouvert {Aj}j∈N

de l’ouvertΩ est un ensemble de fonction ψj véri�ant :

• Pour tout j , la fonction ψj est dans C∞(Ω), positive et à support contenu dans Aj .

• Sur tout compact K deΩ, un nombre �ni seulement de fonctions ψj ne sont pas identiquement nulles

sur K .

•∀x ∈Ω,
∑
j∈N

ψj(x) = 1.

Proposition 1.2.4. L’espaceW s,p(Ω) est de type local, c’est-à-dire que pour tout u dansW s,p(Ω) et

pour tout ϕ ∈ D(Ω) le produit ϕu appartient àW s,p(Ω).

Proposition 1.2.5. • On suppose queΩ = R
N . Alors D(RN ) est dense dansW s,p(RN ).

• L’espace D(RN ) est dense dansWm,p(RN ), donc :

Wm,p(RN ) =Wm,p
0 (RN ).

Théorème 1.2.10. (Théorèmes d’injection pour lesW s,p(Ω))

Cas deΩ = R
N Soit s ∈]0,1[,p ∈]1,∞[. Alors :

• si sp < N,W s,p(RN ) ↪→ Lq(RN ) pour tout q 6Np/(N − sp);
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• si N = sp,W s,p(RN ) ↪→ Lq(RN ) pour tout q <∞ ;

• si sp > N,W s,p(RN ) ↪→ L∞(RN ) et, plus précisément :

W s,p(RN ) ↪→ C
0,s−N/p
b (RN ).

Dé�nition 1.2.12. SoitΩ un ouvert de classe C1, dans RN . Soit, pour p et q dans [1,∞[,

l’espace :

W
p
q (div)(Ω) = {σ ∈ Lp(Ω,RN ) | divσ ∈ Lq(Ω)}.

Alors :

D(Ω,RN ) est dense dansW p
q (div)(Ω).

L’espaceW p(div) dé�ni par :

W p(div) = {σ ∈ Lp(Ω) | div(σ ) ∈ Lp(Ω)}.

Dé�nition 1.2.13. (Espace quotient) Soient X un espace normé et Y un sous-espace vectoriel de X.

On dé�nit les classes modulo Y par

∀x ∈ X, x̃ = {x+ y | y ∈ Y }.

Classiquement l’ensemble de ces classes est un espace vectoriel, noté X/Y , qui est appelé

espace quotient de X par Y .

1.3 Rappels d’analyse convexe

Dé�nition 1.3.1. (Ensembles convexes) Un ensemble Ω ∈ Rn est dit convexe si pour tout x,y ∈Ω

et tout λ ∈ [0,1] on a

λx+ (1−λ)y ∈Ω.

Dé�nition 1.3.2. (Fonction convexe) Soit Ω ⊂ R
n un ouvert convexe. Une fonction f : Ω −→ R est

dite convexe si pour tout x,y ∈Ω et tout λ ∈ [0,1] elle véri�e

f (λx+ (1−λ)y) ≤ λf (x) + (1−λ)f (y).

17



CHAPITRE 1. RAPPELS ÉLÉMENTAIRES

Dé�nition 1.3.3. (Prolongement) On pose

L̃(x) = lim
xn−→x

L(xn)

pour tout x ∈ H et pour une suite xn ∈ A tel que xn −→ x. Cette forme est bien dé�nie (linéaire et

continue).

Notation 1.3.1. (Prolongement d’une forme linéaire) Soit H un espace vectoriel normé et A un

sous-espace vectoriel de H tel que A = H . Soit L : A −→ R une forme linéaire continue. Alors il existe

une extension linéaire L̃ de L continue sur H .

Dé�nition 1.3.4. (Application compacte) Soit A,B deux espaces vectoriels normés dans Ω. Une

application i : A −→ B est dite compacte si pour toute suite (an) dans A bornée (c’est-à-dire qu’il existe

une constante C > 0 tel que ‖an‖ ≤ C) il existe b ∈ B et une sous-suite ank de an tel que i(ank ) −→ b

dans B.

1.3.1 Sous-di�érentiabilité et Gâteaux-di�érentiabilité

Dé�nition 1.3.5. (Sous-di�érentiabilité) On appelle sous-di�érentiel de J en x le sous-ensemble de

X
′
:

∂J(x) = {α ∈ X ′ |∀y ∈ dom(J),〈α,y − x〉 6 J(y)− J(x)}.

Si J est di�érentiable (au sens de Fréchet) de dérivée notée DJ(x) en x, ∂J(x) = {DJ(x)}. On dit qu’une

fonction est sous-di�érentiable en x si son sous-di�érentiel en x est non vide. par exemple, la fonction

x 7−→ |x| est di�érentiable partout sauf en 0 où elle est cependant sous-di�érentiable, le sous-di�érentiel

en ce point étant égale au convexe [−1,1].

Dé�nition 1.3.6. (Gâteaux-di�érentiabilité) Une fonctionnelle J convexe sur X, est dite Gâteaux-

di�érentiable en u élément de X si, pour tout w ∈ X, w 7−→ J
′
(u,w) est un élément de X

′
, qui est alors

noté J
′
(u). Ainsi, pour tout v ∈ X, on a :

J
′
(u,v −u) = 〈J ′ (u),v −u〉 = lim

t−→0,t>0

J((1− t)u + tv)− J(u)
t

= lim
t−→0,t>0

J(u + t(v −u))− J(u)
t

.
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1.3.2 Minimisation d’une fonctionnelle convexe

Dé�nition 1.3.7. •(Espace séparable) Soit E un espace vectoriel normé. On dit que E est séparable

s’il existe une suite {xn}n>1 ⊂ E qui est dense dans E.

•(Espace réflexif ) Soit E un espace de Banach et soit J l’injection canonique de E dans E
′′
. On dit que

E est ré�exif si J(E) = E
′′
et dans ce cas on identi�e implicitement E et E

′′
.

Corollaire 1.3.1. Un espace de Banach X est séparable et ré�exif si et seulement si son dual X
′
est

séparable et ré�exif.

Dé�nition 1.3.8. Une fonctionnelle J dé�nie sur un espace de Banach séparable X est dite coercive si :

lim
‖x‖x−→+∞

J(x) = +∞.

On se préoccupe du problème de minimum de J sur un convexe fermé de X.

Théorème 1.3.1. Soient X un espace de Banach séparable et ré�exif, U un convexe fermé de X et

J une fonctionnelle convexe, propre, coercive et semi-continue inférieur. Alors il existe une solution au

problème :

inf
u∈U

J(u).

Ce minimum u est alors caractérisé par :

∀v ∈ domJ ∩U, J
′
(u,v −u) > 0.

Dans le cas où U = X, cette caractérisation devient :

∀v ∈ domJ, J
′
(u,v) = 0,

ou bien encore 0 ∈ ∂J(u), ce qui redonne J
′
(u) = 0 si J est G-di�érentiable en u.

Dans le cas d’une sous-espace a�ne U = x0 + Y , où Y est un sous-espace vectoriel fermé de X, le

minimum x0 + ũ se traduit par :

∀ṽ ∈ Y , x0 + ṽ ∈ domJ ∩U =⇒ J
′
(x0 + ũ, ṽ) = 0

et, si J est G-di�érentiable en x0 + ũ, par J
′
(x0 + ũ) = 0.
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Remarque 1.3.1. Si J est strictement convexe, la solution u est unique.

Proposition 1.3.1. Si 1 < p <∞, le propriétés suivantes sont équivalentes :

(1)u ∈W 1,p(Ω),

(2)u ∈ Lp(Ω) et il existe une constante C > 0 telle que, ω étant un ouvert d’adhérence incluse dansΩ,

on a :

∀h ∈RN , |h| 6 d(ω,∂Ω) =⇒ ‖τhu −u‖Lp(ω) 6 C|h|.

Dans le cas p = 1, la propriété (2) doit être remplacée par :

(2
′
) pour chaque ouvert ω d’adhérence incluse dans Ω, il existe une constante c(ω) telle que c(ω) 6

C,c(ω) −→ 0 lorsque |ω| −→ 0 et ‖τhu −u‖L1(ω) 6 c(ω)|h|.
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Chapitre 2

Problèmes de Dirichlet

Dans ce chapitre, nous avons considéré des problèmes aux limites pour des opérateurs plus géné-

raux, dits elliptiques du deuxième ordre à coe�cients variables avec de conditions aux limites de

types Dirichlet homogène et non-homogène. plus précisément, nous intéressons à l’étude de l’exis-

tence et l’unicité de la solution et utilisant la théorie de l’analyse fonctionnelle.

2.1 Quelques résultats utiles

On note x = (x1, ...,xn) ∈Rn, le symbole nabla ∇ représente le gradient de u,

∇u(x) = gradu(x) = (
∂u
∂x1

, ...,
∂u
∂xn

),

et div désigne l’opérateur divergence, il s’applique à une fonction vectorielle,

div(v1(x), ...,vn(x)) =
∂v1

∂x1
+ ...+

∂vn
∂xn

=
n∑
i=1

∂vi
∂xi

,

le symbole ∆ désigne le laplacien de u,

∆u(x) = div(∇u(x)) =
∂2u

∂x2
1

+ ...+
∂2u

∂x2
n

=
n∑
i=1

∂2u

∂2x2
i

.
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2.1.1 Formes linéaire et bilinéaire

•L(.) est une forme linéaire continue sur V , c’est-à-dire que v −→ L(v) est linéaire de V dans

R et il existe C > 0 tel que

|L(v)| ≤ C‖v‖ pour tout v ∈ V ;

• a(., .) est une forme bilinéaire sur V , c’est-à-dire que w −→ a(w,v) est une forme linéaire de V

dans R pour tout v ∈ V , et v −→ a(w,v) est une forme linéaire de V dans R pour tout w ∈ V ;

• a(., .) est continue, c’est-à-dire qu’il existe M > 0 tel que

|a(w,v)| ≤M‖w‖ ‖v‖ pour tout w,v ∈ V ;

• a(., .) est coercive (ou elliptique), c’est-à-dire qu’il existe k > 0 tel que

a(v,v) ≥ k‖v‖2 pour tout v ∈ V .

2.1.2 Le Théorème de Stampacchia et Lax-Milgram

Théorème de Lax-Milgram Avec la formule de Green et l’inégalité de Poincaré, le théorème de

Lax-Milgram peut être vu comme la clef de voûte de l’étude variationnelle des des équations aux dé-

rivées partielles. La première partie de Lax-Milgram montre que la formulation variationnelle admet

une unique solution. Elle ressemble au théorème de Riesz à la di�érence prés que la forme bilinéaire

n’est pas symétrique dé�nie positive, mais par contre coercive (ou elliptique).

Et la deuxième partie du théorème de Lax-Milgram suppose de plus que la forme bilinéaire est sy-

métrique a�n de donner une équivalence entre la formulation variationnelle un problème de mini-

misation.

Théorème 2.1.1. Soit V un espace de Hilbert réel, L(.) une forme linéaire continue sur V , a(., .) une

forme bilinéaire continue coercive sur V . Alors la formulation variationnelle

trouver u ∈ V tel que a(u,v) = L(v) ∀v ∈ V

admet une unique solution.

De plus cette solution dépend continument de la forme linéaire L.
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Théorème 2.1.2. (Stampacchia) SoitH un espace de Hilbert surK, a une forme sesquilinéaire conti-

nue coercive sur H , C un sou-ensemble convexe fermé non vide de H . Alors :

• Pour tout f deH
′
il existe un unique u de C véri�ant l’inéquation, dite inéquation variationnelle :

Re(a(u,v −u)− 〈f ,v −u〉) ≥ 0, ∀v ∈ C.

• Si de plus a est hermitienne a(u,v) = a(u,v), alors u est l’unique élément de C véri�ant :

J(u) = min
v∈C

J(v),

avec

J(v) =
1
2
a(v,v)−Re〈f ,v〉.

2.2 Problème de Dirichlet homogène

2.2.1 Position du problème

SoitΩ est un domaine de classeC1 et borné de l’espaceRN et f ∈ L2(Ω), le problème de Dirichlet

homogène généralisé s’écrit sous la forme suivante :

[Dir]fA :


−div(A(x)∇u) = f dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

où A = (Aij)ij ∈ C1
(
Ω, RN×N

)
telle que :

(1) Pour tous i et j dans [1,N ], on a Aij = Aji ;

(2) il existe α > 0 tel que :

∀x ∈RN ,
∑
i,j

Aijxixj ≥ α|x|2.

Cette dernière propriété est dite uniforme ellipticité de A.

Ce problème est une généralisation de [Dir]f
∆

puisque il su�t de choisir Aij = δji .

2.2.2 Résultats d’existence, unicité et de la régularité de la solution

Notre résultat est donné par le théorème suivant :

23



CHAPITRE 2. PROBLÈMES DE DIRICHLET

Théorème 2.2.1. Soit Ω un domaine borné de classe C2 et f un élément de L2(Ω). Soit A véri�ant

les hypothèses précédentes. Alors, si u est la solution dans H1
0 (Ω) de [Dir]fA, elle appartient à H

2(Ω).

Preuve : Elle se fera en trois étapes qui sont justi�ées par ce que suit :

En utilisant une partition de l’unité {ϕi} attachée au recouvrement de classe C1 de Ω, on se ramène

à montrer que chaque ϕiu est dans H2(Ω). En e�et si ϕk est dans D(RN ), elle véri�e aussi une

équation

div(A(x)∇(ϕku)) ∈ L2(Ω),

car le second membre de l’expression :

div(A(x)∇(ϕku)) =
∑
i

[
∂i(Aij∂jϕku) +Aij(∂ijϕk)u +Aij∂jϕk∂iu

]
+ϕkdiv (A(x)∇u)

appartient à L2(Ω). Dans le cas de k = 0, puisque ϕ0u est à support compact dans Ω, elle satisfait

une équation de la forme

div (A(x)∇(ϕ0u)) ∈ L2(RN ),

ce qui justi�e une première étape, à savoir :

Étape1. On commence par montre le résultat sur RN , autrement dit : si u ∈ H1(RN ) est à support

compact et satisfait à l’équation

−div (A(x)∇u) = f ,

avec f ∈ L2(RN ) et A symétrique, lipschitzienne et coercive, alors, u ∈H2(RN ).

Pour les autres fonctions ϕku, on doit donc montre que si u est support compact dans un ou-

vert de la forme Ωk ∩Ω, avec la condition au bord ϕku(x
′
, a(x

′
)) = 0 et satisfait par ailleurs à

div (A(x)∇ϕku) ∈ L2, alors ϕku ∈ H2. Outre la fait que a peut être la fonction nulle et donc que le

bord est localement droit, on peut par un changement de cartes, comme on le montre plus loin, se

ramener à ce cas. Par conséquent, cette remarque justi�e une deuxième étape, à savoir :

Étape 2. On étend le résultat obtenu à la première étape à l’ouvert RN−1×]0,+∞[ avec la condition

u = 0 sur xN = 0.

La démonstration se terminera par :

Étape 3. On étend à l’aide de cartes locales et de partitions de l’unité, le résultat au cas de Ω.

Ici le di�culté provient du fait qu’en changeant de cartes, A(x) est modi�ée. Cette di�culté sera

surmontée en remarquant que A(x) est remplacée par une matrice B(x), elle aussi uniformément

elliptique. On pourra donc conclure en utilisant les résultats déjà obtenus sur RN−1×]0,+∞[.
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Première étape : Soit u ∈H1(RN ) à support compact. On �xe une direction ei , et on dé�nit la trans-

latée uh : x 7−→ u(x+hei). Puisque l’équation est linéaire en u on a div(Ah∇uh) = fh, de sorte qu’en

retranche cette équation translatée de l’équation et en multipliant ensuite par uh−u, on obtient par

intégration sur Ω et utilisation de la formule de Green sur H1 ×W 2(div) :

∫
R
N

(Ah∇uh −A∇u) · (∇uh −∇u)dx =
∫
R
N

(fh − f )(uh −u)dx.

On développe le premier facteur en : (Ah −A)∇uh +A (∇uh −∇u), pour en déduire, à l’aide d’une

translation de la variable dans l’intégrale du second membre :∫
R
N

∑
ij

Aij(∂i(uh)−∂iu)(∂j(uh)−∂ju)dx+
∫
R
N

∑
ij

(
(Aij)h −Aij

)
∂i(u)h(∂j(uh)−∂iu)dx

=
∫
R
N

(fh − f )(uh −u)dx =
∫
R
N
f (x)(−u−h −uh + 2u)dx.

En divisant par h2 on obtient :∫
R
N

∑
ij

Aij

(
∂i(uh)−∂iu

h

)(
(∂j(uh)−∂ju

h

)
dx =

−
∫
R
N

∑
ij

(Aij)h −Aij
h

∂i(uh)
∂j(uh)−∂ju

h
dx −

∫
R
N
f (x)

u−h +uh − 2u
h2 (x)dx.

Pour le second membre, considérons v = (uh −u)/h. Alors, on a la relation

(v − v−h)/h = (uh − 2u +u−h)/h2. Puisque v ∈H1(RN ), ou déduit de l’inégalité

∫
ω
|τheiu −u|

p(x)dx 6 |h|p−1
∫ h

0

∫
ω
|∂iu(x+ sei)|pdxds

6 |h|p‖∂iu‖
p
Lp(Ω).

de la proposition (1.3.1) appliquée pour Ω = R
N , la majoration

‖v − v−h‖2 6 |h| ‖∂iv‖2 6 |h|
∥∥∥∥∇(uh −u)

h

∥∥∥∥
2
.

En utilisant en outre l’uniforme ellipticité de A, la relation précédente fournit :

α
∥∥∥∥∇(uh −u)

h

∥∥∥∥2

2
6 ‖∇A‖∞‖∇uh‖

∥∥∥∥
2

∇(uh −u)
h

∥∥∥∥
2

+ ‖f ‖2
∥∥∥∥∇(uh −u)

h

∥∥∥∥
2
.
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Finalement, ou obtient :

∥∥∥∥∇(uh −u)
h

∥∥∥∥
2
6

1
α

(‖∇u‖2‖∇A‖∞ + ‖f ‖2) .

Puisque le membre de droite est indépendant de h, on peut utiliser la caractérisation des fonctions de

H1 à l’aide de di�érences �nies. En faisant décrire à ei une base de R
N , on obtient, pour u solution

de [Dir]fA, l’appartenance ∇∇u ∈ L2 avec, pour la norme, l’inégalité :

‖∇∇u‖2 6
1
α

(‖∇u‖2‖∇A‖∞ + ‖f ‖2).

Deuxième étape : cas de R
N−1×]0,+∞[. On peut reproduire les calculs ci-dessus, avec

−→
h = hei , où i < N. En raison de la nullité de uh − u sur le bord, la formule obtenue en intégrant le

produit div(Ah∇uh−A∇u)(uh−u) nous donne, par la formule de Green, si l’un des indices (i, j) est

di�érent de N , l’appartenance :

∂iju ∈ L2(RN−1×]0,+∞[).

Il reste à obtenir que ∂NNu ∈ L2. Pour cela, on écrit l’équation sous la forme :

∂N (ANN∂Nu) = f −
∑

i6N−i,j
∂i(Aij∂ju) ∈ L2.

On est ramené, en posant ANN∂Nu = bv.

Lemme 2.2.1. Si b ∈W 1,∞(RN−1×]0,+∞[) avec b > α > 0 et si v ∈ L2(RN−1×]0,+∞[) satisfont, au

sens des distributions, à l’appartenance ∂N (bv) = V ∈ L2(RN−1×]0,+∞[), alors :

∂Nv = (V − (∂Nb)v)/b appartient à L2(RN−1×]0,+∞[).

Remarque 2.2.1. Notons que, dans le cas où A est une matrice diagonale ou telle que ses coe�cients

AiN sont nuls, ce qui est le cas pour l’opérateur laplacien, on peut utiliser le prolongement

ũ(x
′
,xN ) = −ũ(x

′
,−xN ) qui satisfait une équation divA(∇ũ(x

′
,xN ) = f̃ (x

′
,xN ) avec f̃ l’antisymétri-

sée de f , et cela sur RN .

Troisième étape : On passe au cas d’un ouvert de classe C2. Soit donc u une solution du pro-

blème [Dir]fA. Soit ϕk une fonction régulière à support compact dans Ω∩Ωk , où Ωk est tel qu’il
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existe ak une fonction de classe C2 sur un ouvert O′ de R
N−1, et

Ω∩Ωk ⊂ {(x
′
,xN )|x′ ∈ O′ ,xN > ak(x

′
)},

∂Ω∩Ωk = {(x′ , ak(x
′
)|x′ ∈ O′ }.

Montrons que la fonction ϕku a la propriété suivante :

div(A(x)∇(ϕku)) = g ∈ L2(Ω∩Ωk).

Pour la véri�er, et faciliter la lecture, en remplaçant ϕk par ϕ et la notation Ω∩Ωk par Ω, et on

écrit :

div(A(x)∇(ϕu)) = div(A(x)ϕ∇u) + div(A(x)(∇ϕ)u)

= ϕdiv(A(x)∇u) +∇ϕ.A(x)∇u + div(uA(x)(∇ϕ))

= ϕf + h,

où h ∈ L2(Ω). En e�etA ∈ L∞ et∇u ∈ L2 entraineA(x)∇u ∈ L2, et∇ϕ ∈ D(RN ) doncA(x)∇u∇ϕ ∈

L2. D’autre part (∇ϕ)u ∈H1, donc uA(x).∇ϕ, produit d’une fonction de W 1,∞ par une fonction de

H1, est dans H1.

Lemme 2.2.2. Soit u, à support compact dansΩk ∩Ω, tel que

div(A(x).∇u) = g ∈ L2(Ωk ∩Ω) et u = 0 sur ∂Ω∩Ωk , alors u ∈H2(RN−1×]0,+∞[).

Puisque u est la somme des ϕku, elle est dans H2(Ω). La démonstration du théorème est ainsi

terminée.

Remarque 2.2.2. Dans le cas où A = Id, donc dans le cas de [Dir]f
∆
, un argument de régularisation

peut être utilisée pour la première étape :

On commence par montrer que, si u ∈ D(RN ), alors :

∫
R
N
|∆u|2 =

∫
R
N
|∇∇u|2.

On obtient cette égalise en faisant successivement deux intégrations par parties :∫
R
N

∑
i,j

∂ij(u)2(x)dx = −
∑
i,j

∫
R
N
∂ijju(x)∂iu(x)dx

=
∑
i,j

∫
R
N
∂jju(x)∂iiu(x)dx =

∫
R
N
|∆u|2.
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On considère ensuite uε = ρε ? u. On a

∆uε = ρε ? f

et, par le calcul qui vient d’être fait, ∇∇uε est une suite de Cauchy dans L2(RN ). Puisqu’elle converge

au sens de D′ vers ∇∇u, on obtient que u ∈H2(RN ).

2.2.3 Résultats sur la régularité d’ordre supérieur

Proposition 2.2.1. Soit, pourm > 0, un domaine bornéΩ de classe Cm+2 et f ∈Hm(Ω). On suppose

que la matriceA satisfait aux hypothèses du théorème (2.2.1) et, en outre, à la régularitéA ∈ Cm+1(Ω).

Alors u, solution du problème [Dir]fA, appartient à H
m+2(Ω). En particulier notons, à l’aide des injec-

tions de Sobolev, les résultats suivants, conséquences de ce théorème :

Lorsque 2(m+ 2) > N , la solution u est continue et lorsque 2m > N , elle est de classe C2.

De même, si f ∈ C∞(Ω) et A ∈ C∞(Ω), ce qui implique f ∈
⋂
mH

m
loc(Ω), alors

u ∈
⋂
m

Hm+2
loc (Ω) = C∞(Ω).

2.3 Problème de Dirichlet non homogène

Soient Ω un domaine borné de classe C1 et u0 ∈ H
1
2 (∂Ω). Le problème de Dirichlet non-

homogène d [Dir]f ,u0
A est : on cherche u dans H1(Ω) telle que :

[Dir]f ,u0
A :


−div(A(x)∇u) = f dans Ω,

u = u0 sur ∂Ω

où ù A = (Aij)ij ∈ C1
(
Ω, RN×N

)
telle que :

(1) Pour tous i et j dans [1,N ], on a Aij = Aji ;

(2) il existe α > 0 tel que :

∀x ∈RN ,
∑
i,j

Aijxixj ≥ α|x|2.

Existence et unicité : il se résout en considérant le problème variationnel :

inf
{u∈H1(Ω),u=u0 sur ∂Ω}

{1
2

∫
Ω

A(x)∇u(x).∇u(x)dx −
∫
Ω

f (x)u(x)dx}.
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Ce problème est une minimisation sur un convexe fermé, mais en peut le traduire en une minimisa-

tion sur l’espace entier H1. Pour cela, en remarque que u0 est dans l’espace de traces H
1
2 (∂Ω); en

peut donc relever cette fonction en U0 élément de H1(Ω). En �xant cette fonction et en utilisant la

translation u =U0 + v, on voit que le problème précédent s’énonce :

inf
v∈H1

0 (Ω)
{1
2

∫
Ω

A(x)∇(U0 + v)(x).∇(U0 + v)(x)dx −
∫
Ω

f (x)(v +U0)(x)dx},

ou bien, en posant K =
1
2

∫
Ω

A(x)∇U0(x).∇U0(x)dx −
∫
Ω

f (x)U0(x)dx, sous la forme :

inf
v∈H1

0 (Ω)
{
∫
Ω

A∇v.∇U0dx+
1
2

∫
Ω

A(x)∇v(x).∇v(x)dx −
∫
Ω

f (x)v(x)dx+K}.

Cette nouvelle fonctionnelle v 7−→ J1(v), où le première terme est une forme linéaire continue, est

toujours convexe et continue sur H1(Ω). En utilisant notamment de l’uniforme ellipticité de A, la

coercivité de la J1 résulte de l’inégalité :

|J1(v)| > α‖∇v‖22 − ‖A∇U0‖2‖∇v‖2 − ‖f ‖2‖∇v‖2 − |K |.

On peut donc appliquer le théorème de Banach séparable ré�exif, et comme J1 est strictement

convexe, on peut conclure à l’existence et à l’unicité d’une solution au problème.

Poursuivons la fonctionnelle J1 est G-di�érentiable. Par un calcul maintenant classique, on a, pour

tout ϕ ∈ D(Ω) :

J
′
1(v,ϕ) =

∫
Ω

A∇ϕ.∇U0dx+
∫
Ω

A(x)∇v(x).∇ϕ(x)dx −
∫
Ω

f (x)ϕ(x)dx.

Par conséquent :

J
′
1(v) = −div(A∇(v +U0))− f .

En annulant cette dérivée en v, on obtient que u = v+U0 du problème est bien solution de [Dir]
f ,u()

A .

Notons qu’on peut se ramener directement à un problème de Dirichlet homogène en utilisant la

translation u −U0. Alors u −U0 est cherchée comme solution de

−div(A(x)∇v) = f + div(A(x)∇U0),
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v = 0 sur ∂Ω.

Comme divergence d’une fonction de L2, on a div(A(x)∇U0) ∈H−1(Ω), ce qui établit que le second

membre est H−1(Ω). On conclut avec la remarque de propriétés de régularité.

Proposition 2.3.1. Soit m > 0. On suppose que Ω est un domaine de classe Cm+2, borné, que A ∈

Cm+1(Ω), que u0 ∈Hm+ 3
2 (∂Ω) et f ∈Hm(Ω). Alors la solution de :

−div(A(x)∇u) = f dansΩ,

u = u0 sur ∂Ω.

Véri�e : u ∈Hm+2(Ω).

Preuve : En utilisant encore une translation. D’après le théorème de traces, puisque

u0 ∈Hm+ 3
2 (∂Ω), il existe U ∈Hm+2(Ω) de trace u0 sur ∂Ω. Alors, par les propriétés de A et celles

de U :

−div(A(x)∇(u −U )) = f +
∑
i,j

(∂i(Aij)∂jU +Aij∂ijU ) = g.

Par les hypothèses de la régularité de f , A, u, on voit que g ∈Hm(Ω). En utilisant alors le théorème

de la régularité pour le problème [Dir]gA, on obtient la conclusion attendue, à savoir u ∈Hm+2(Ω).
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Chapitre 3

Problème de Neumann

Dans ce chapitre, nous avons considéré des problèmes aux limites pour des opérateurs plus gé-

néraux, dits elliptiques du deuxième ordre à coe�cients variables avec de conditions aux limites

de types Neumann homogène et non-homogène c’est-à-dire lorsque la condition frontière fait in-

tervenir dans le modèle physique de Dirichlet, non plus égalité pourtant sur la fonction inconnue,

mais sur un dérivée de cette fonction. Plus précisément, nous intéressons à l’étude de l’existence et

l’unicité de la solution de ce problème.

3.1 Trace normale et dérivée normale

Soit Ω un domaine borné de classe C1 et A une fonction appartenant à C1(Ω) à valeurs dans

l’espace des matrices symétriques surRN . on suppose que σ ∈ L2(Ω,RN ) de sort que x 7−→ A(x)σ (x)

est dé�ni comme fonction sur Ω à valeurs dans R
N . On a puisque Ω est borné Aσ ∈ L2(Ω,RN ),

donc si on suppose que div(Aσ ) ∈ L2(Ω), on en déduit que Aσ ∈W 2
2 (div)(Ω). Alors par la formule

de Green généralisé, le symbole Aσ.−→n a un sens sur ∂Ω. Ainsi :

∀U ∈H1(Ω),〈Aσ · −→n ,γ0U〉 =
∫
Ω

Aσ (x) · ∇U (x)dx+
∫
Ω

U (x)div(Aσ )(x)dx.

Dé�nition 3.1.1. Cette forme linéaire Aσ.−→n , qui appartient au dual de l’espace de traces H
1
2 (∂Ω),

donc à H−
1
2 (∂Ω), est appelée la trace normale de Aσ sur ∂Ω.

En particulier, si u ∈H1(Ω) et div(A∇u) ∈ L2, la dérivée normale, ou plus précisément la dérivée

A-normale de u, à savoirA(x)∇u.−→n = Aij∂iunj , appartient àH−
1
2 (∂Ω). En prenant pourA, la matrice
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identité, on obtient que, sous les conditions ∆u ∈ L2(Ω) et u ∈ H1(Ω), on peut parler de la dérivée

normale ∂nu qui appartient à H−
1
2 (∂Ω).

3.2 Problème de Neumann homogène

3.2.1 Position du problème

Soit Ω est un domaine de classe C1 et borné de l’espace R
N et f ∈ L2(Ω), le problème de

Neumann homogène généralisé s’écrit sous la forme suivante :

[Neu]fA :


−div(A(x)∇u) = f dans Ω,

A(∇u).−→n = 0 sur ∂Ω

où A = (Aij)ij ∈ C1
(
Ω, RN×N

)
telle que :

(1) Pour tous i et j dans [1,N ], on a Aij = Aji ;

(2) il existe α > 0 tel que :

∀x ∈RN ,
∑
i,j

Aijxixj ≥ α|x|2.

Remarque 3.2.1. Notons que ce problème n’a de solution que si :

∫
Ω

f (x)dx = 0.

En e�et, si u est une solution, en appliquant la formule de Green avec ϕ = 1Ω et A(x)∇u qui

appartient à W 2
2 (div), on a :

∫
Ω

f (x)dx =
∫
Ω

−div(A(x)∇u(x))dx = 〈A(x)∇u · −→n ,1Ω〉 = 0.

On supposera donc cette condition remplie et, également, que A véri�e les hypothèses énoncées

dans l’étude du problème [Dir]fA.
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3.2.2 Résultats d’existence, unicité et régularité de la solution

Formulation variationnelle : comme dans ce qui précède, on associe à ce problème, la mini-

misation :

inf J(u) = inf
u∈H1(Ω)

{
1
2

∫
Ω

(A(x)∇u) · ∇udx −
∫
Ω

f udx

}
.

Compte tenu de l’hypothèse
∫
Ω

f (x)dx = 0, on remarque que, si u est une solution, alors u + cte

est aussi solution, et plus généralement que la fonctionnelle J véri�e J(v + cte) = J(v), ∀v ∈H1(Ω).

En identi�ant l’espace des fonctions constantes à R, on peut alors travailler sur l’espace quotient

˜H1(Ω) =H1(Ω)/R. Muni de la norme quotient,

‖u‖ ˜H1(Ω) = inf
c∈R
‖u + c‖H1(Ω),

cet espace est de Banach séparable et ré�exif. Pour montrer la coercivité de J̃ dé�nie sur ˜H1(Ω) par

J̃(ṽ) = J(v), on utilise une inégalité analogue à celle de Poincaré :

Proposition 3.2.1. Soit Ω un domaine borné de RN . Pour tout u appartenant à H1(Ω), on dé�nit

[u]Ω par [u]Ω = (mes(Ω))−1
∫
Ω

u(x)dx.

Alors, il existe une constante C > 0 telle que :

∀u ∈H1(Ω), ‖u‖ ˜H1(Ω) 6 ‖u − [u]Ω1Ω‖H1(Ω) 6 C‖∇u‖2.

Existence d’une solution : retournons à la formulation variationnelle la convexité de J résulte

de la convexité de l’intégrale et de la linéarité du terme
∫
Ω

f (x)u(x)dx. La continuité est évidente.

Pour la coercivité, on a d’abord, par la propriété d’ellipticité :

J(v) > α‖∇v‖22 − ‖f ‖2‖v‖2, puis, en utilisant la proposition précédent :

J̃(ṽ) >
α

C2 ‖ṽ‖
2
H1 − ‖f ‖2‖ṽ‖H1 .

On en déduit l’existence d’un minimisation pour J̃ sur ˜H1(Ω). Il reste à caractériser la fonction u

réalisant ce minimum et véri�e qu’elle satisfait la condition de Neumann.

33



CHAPITRE 3. PROBLÈME DE NEUMANN

En utilisant la di�érentiabilité de J , u et caractériser par :

∀ϕ ∈ D(Ω),
∫
Ω

A(x)∇u(x) · ∇ϕ(x)dx −
∫
Ω

f (x)ϕ(x)dx = 0.

Il en résulte que l’on a, dans Ω, l’égalité :

∀x ∈Ω, −div(A(x)∇u(x)) = f (x).

Tenons compte, à présente, de cette égalité dans Ω et appliquons pour tout ϕ ∈ H1(Ω), la formule

de Green, on obtient :

∫
Ω

A(x)∇u(x) · ∇ϕ(x)dx −
∫
Ω

f (x)ϕ(x)dx = 0 =
∫
∂Ω
A(x)∇u · −→n ϕ(x)dx.

On peut conclure à l’égalité A(x)∇u · −→n = 0 comme élément du dual de H
1
2 (∂Ω). L’existence d’une

solution est donc assurée.

Unicité dans l’espace quotient : supposons u et v deux solutions et montrons que leur di�érence

est une constante . Cette di�érence w satisfait à [Neu]0
A, à savoir :

∀x ∈Ω, −div(A(x)∇w(x)) = 0 et, sur ∂Ω : A(x)∇w · −→n = 0.

En multipliant par w et en appliquant la formule de Green, on obtient :

∫
Ω

A(x)∇w(x) · ∇w(x)dx =
∫
∂Ω
w(x)A(x)∇w · −→n dσ = 0.

Le premier membre étant minoré, grâce à l’uniforme ellipticité, par l’expression α‖∇w‖2
L2(Ω), on en

déduit w = cte ou w̃ = 0.

Régularité de la solution on suppose l’ouvert Ω de classe C2, la fonction f dans L2(Ω) et la

fonction matricielle A de classe C1 sur Ω, et bien entendu uniformément elliptique. Soit, en�n, u la

solution du problème [Neu]fA. On démontre des résultats de régularité analogues à ceux de Dirichlet :

Théorème 3.2.1. • Sous les hypothèses précédentes, la solution de [Neu]fA appartient à H2(Ω)

• Si f ∈ Hm(Ω) et A ∈ Cm+1(Ω), l’ouvert Ω étant de classe Cm+2, alors cette solution satisfait à

u ∈Hm+2(Ω).

Preuve : Comme dans le théorème de régularité pour Dirichlet on fait le preuve en plusieurs
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étapes.

• La première étape sur RN est la même.

• On passe au cas de R
N−1×]0,+∞[.

Soit u à support compact dans RN−1 × [0,∞[. On remarque que, grâce à la condition de Neumann

homogène, la formule de Green

∫
R
N−1×]0,∞[

(A(x)∇u) · ∇v +
∫
R
N−1×]0,∞[

f v = 0

est encore véri�ée, quel que soit v ∈ H1(RN−1×]0,+∞[). On peut donc procéder comme dans le

preuve de Dirichlet, à l’aide des translations dans les directions autres que eN . On obtient ainsi,

en retranchant les équations satisfaites par u et uh, en multipliant par uh − u et en intégrant sur

R
N−1×]0,∞[, une estimation uniforme qui permet de montrer que ∂iju ∈ L2 dès que l’un des indices

est autre que N . On termine, pour l’appartenance de ∂NNu dans L2, comme la preuve de Dirichlet,

on écrivant l’équation sous la forme :

∂N (ANN∂Nu) = −f −
∫
i6N−1,j

∂i(Aij∂ju) ∈ L2,

et en utilisant le lemme

Cas générale : on utilise le matériel habituel de la régularité de Ω : le recouvrement, les cartes

locales, les fonctions ϕk d’une partition de l’unité.

En raisonnant comme dans le cas de Dirichlet, on voit que la fonction ϕku satisfait dans

Ω∩Ωk à :

div(A(x)∇(ϕku)) = g

avec g ∈ L2(Ω∩Ωk). Mais contrairement au cas de Dirichlet, la condition au bord

A(x)∇(ϕku) · −→n = 0 sur ∂Ω ∩Ωk n’est plus nécessairement véri�ée. Cependant, en développant

∇(ϕku), en utilisant la linéarité de la trace normale sur L2 en factorisant par les fonctions à valeurs

scalaires, on obtient :

A∇(ϕku).−→n = (A∇u · −→n )ϕk + (A(∇ϕk).−→n )u = (A(∇ϕk) · −→n )u.

Considérons la fonction A∗, dé�nie sur ∂Ω par x′ 7−→ (A(x
′
)−→n (x

′
) · −→n (x

′
)). Elle est de classe C1, et
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par hypothèse d’uniforme ellipticité, ne prend pas la valeur nulle. La frontière étant de classe C2, la

fonction ( 1
A∗ )A(∇ϕk).−→n u est alors, sur ∂Ω, le produit de trace γ0u ∈ H

1
2 (∂Ω) par une fonction de

classe C1 sur Ω. On prouve que cette fonction appartient à H
1
2 (∂Ω). On applique alors, Ω étant de

classe C2, le théorème de trace pourm = 2 et p = 2. Il y est prouvé que l’application γ = (γ0,γ1) de

H2(Ω) dans l’espace produit H
3
2 (∂Ω)×H 1

2 (∂Ω) qui associe

à v, le couple γ0v,∂−→n v est surjective. Dans le cas présent, on peut donc trouver V ∈ H2(Ω) telle

que : 
V (x) = 0 si x ∈ ∂Ω;

∂−→n V =
1
A∗

(A(∇ϕk).−→n )u si x ∈ ∂Ω.

Alors, on en déduit :

A(∇V ) · −→n = (A(∇ϕk) · −→n )u.

La fonction U = ϕku −V satisfait donc à la relation :

−div(A(x)∇U ) = −div(A(x).∇(ϕku) + div(A(x)∇V ) ∈ L2

avec maintenant la condition A(x)∇U.−→n = 0.

On dé�nit alors v dans H1(RN−1×]0,+∞[) par v(x
′
,xN ) =U (x

′
,xN + a(x

′
)).

Comme dans la preuve dans la régularité de Dirichlet, la fonction v véri�e div(B(x)∇v) = h, cette

fonction h étant dans l’espace L2(RN−1×]0,+∞[).

Nous allons montrer que v est solution du problème de Neumann sur (RN−1×]0,+∞[), ce qui per-

mettra d’utiliser le résultat de régularité sur cet ouvert.

On rappelle que

∀i ∈ [1,N − 1], BiN = AiN −
∑
j6N−1

Aij∂jaBNN = ANN +A∇a∇a−
∑
j6N−1

ANj∂ja.

On véri�e alors la relation :

(∗)
∑
i6N−1

BiN∂iv +BNN∂Nv = 0.

En e�et la relation

A(x)∇U · −→n = 0
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s’écrit, compte tenu du fait que −→n est colinéaire à −∇a+ eN et des relations entre les dérivées par-

tielles de U et v calculées dans la section précédente :

0 =
∑

i,j6N−1

Aij(∂iv−∂ia∂Nv)(−∂ja)+
∑
i6N−1

AiN (∂iv−∂ia∂Nv)+
∑
j6N−1

ANj∂Nv(−∂ja)+ANN∂Nv

= −
∑

ij6N−1

Aij∂iv∂ja+AiN∂iv +∂Nv(ANN +A∇a∇a−
∑
j6N−1

ANj∂ja)

= −
N∑
1

BiN∂iv −BNN∂Nv.

La relation (*)est ainsi prouvée. Or, cette relation exprime que la trace normale B∇v.−−→eN est nulle sur

{xN = 0}. la fonction v est donc, ainsi qu’on le voulait, solution du problème [Neu]hB dans l’ouvert

Ω = R
N−1×]0,+∞[. On est donc ramené au résultat de régularité sur R

N−1×]0,+∞[ Ainsi, v ∈

H2(RN−1×]0,+∞[), ce qui entraine aisément, en utilisant le fait que a est de classe C2, que u ∈

H2(Ω∩Ωk).

Régularité à l’ordre supérieur : on montre la régularité d’ordre Hm+2 en supposant le bord de Ω

de classe Cm+2,A ∈ Cm+1(Ω) et f ∈Hm(Ω).

On se place d’abord dans le cas de Ω = R
N−1×]0,+∞[, espace que l’on note R

N+
.

On suppose donc que u satisfait à div(A(x)∇u) = −f dans R
N+ et à

∑
i

AiN∂iu = 0 sur le bord

{xN = 0}. La preuve est fait par récurrence. On suppose donc montré que si f ∈Hm−1 etA ∈ Cm(Ω),

alors u ∈Hm+1(RN
+
).

Soit maintenant, f ∈Hm(RN
+
) et A ∈ Cm+1(RN+). La dérivée de u par rapport à xk , avec k 6N −1,

satisfait à l’équation :

div(A(x)∇(ϕku)) = −∂kf − div(∂kA(x)∇u).

Le second membre de cette équation appartient à Hm−1 puisque ∇u ∈Hm par hypothèse de récur-

rence et que ∂kA ∈ Cm. La condition au bord n’est plus nulle mais on a :

A(x)∇(∂ku) · eN = ∂k(A∇u · eN )− (∂kA)∇u · eN = −(∂kA)∇u · eN .

Cette dernière fonction−(∂kA)∇u·eN est la trace d’une fonction deHm(RN
+
).C’est donc un élément

deHm− 1
2 (RN−1). En utilisant la surjectivité deγ rappelée précédemment, objet de théorème de trace,

on prouve l’existence de V ∈ Hm+1 tel que A(x)∇V · eN = (∂kA)∇u · eN . La fonction w = ∂ku −V
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satisfait aux relations :

div(A(x)∇w) ∈Hm−1(Ω),A(x)∇w · −−→eN = 0.

On en déduit W ∈Hm+1, ce qui entraine ∂ku ∈Hm+1.

Il reste à voir que ∂Nu ∈ Hm+1(Ω). Comme on a déjà ∂kNu ∈ Hm(Ω), il su�t de véri�er ∂NNu ∈

Hm(Ω). Cela s’obtient, comme on l’a déjà fait dans le cas de Dirichlet, en écrivant :

ANN∂NNu = −
∑

ij,(N,N )

Aij∂iju −
∑
ij

∂iAij∂ju ∈Hm.

Cas d’un ouvert de classe Cm+2 : on utilise d’abord une localisation puis un changement de fonc-

tion pour se ramener à R
N−1×]0,+∞[. Soient Ωk des ouverts de classe Cm+2 qui recouvrent Ω et

{ϕk} une partition de l’unité subordonnée à ce recouvrement, comme dans la dé�nition d’un ouvert

Cm+2. La fonction ϕku satisfait à une équation de la forme

div(A(x)∇(ϕku)) ∈Hm,

mais la condition au bord de Neumann n’est plus nulle. Pour pouvoir appliquer l’hypothèse de ré-

currence, on remarque que :

A(x)∇(ϕku) · −→n = A(x)(∇ϕk)u · −→n ∈Hm+ 1
2 (∂Ω)

car u ∈Hm+1(Ω). Soit donc V une fonction de Hm+2 telle que, sur ∂Ω,

on ait :

V = 0 et (A(x)n,n)∂nV = A(x)(∇ϕk)u · −→n .

Alors la fonction ϕk −V satisfait, sur ∂Ω∩Ωk , à :

−div(A(x)∇(ϕku −V )) ∈Hm et A(x) · ∇(ϕku −V ) · −→n = 0.

En fait ensuite le changement de fonction habituel

v(x
′
,xN ) = u(x

′
, a(x

′
) + xN )
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et on véri�e comme l’a fait dans le cas de la régularité d’ordre H2 que :

−div(B(x)∇v) ∈Hm(RN×]0,+∞[) et, sur {xN = 0}, B(x)∇v · −−→eN = 0.

Par la régularité dans le cas de demi-espace, on a l’appartenance de v à l’espaceHm+2(RN−1×]0,+∞[).

En utilisant la régularité de A on en déduit ϕku ∈Hm+2(Ω∩Ωk). On en déduit en�n

u =
∑
k

ϕku ∈Hm+2 en utilisant les propriétés de recouvrement localement �ni de Ω. Cela termine

la preuve du théorème.

3.3 Problème de Neumann non-homogène

3.3.1 Position du problème

Soit Ω est un domaine de classe C1 et borné de l’espace R
N et f ∈ L2(Ω). On suppose dans un

premier temps que u1 ∈H
1
2 (∂Ω). On se propose de résoudre

[Neu]f ,u1
A :


−div(A(x)∇u) = f dans Ω,

A(∇u).−→n = u1 sur ∂Ω.

où A = (Aij)ij ∈ C1
(
Ω, RN×N

)
telle que :

(1) Pour tous i et j dans [1,N ], on a Aij = Aji ;

(2) il existe α > 0 tel que :

∀x ∈RN ,
∑
i,j

Aijxixj ≥ α|x|2.

3.3.2 Existence et unicité de la solution

En vue de démontrer l’existence d’une solution u dans H1(Ω), multiplions l’équation par v

élément de H1(Ω). En utilisant la formule de Green généralisée, on obtient :

∫
Ω

A(x)∇u(x).∇v(x)dx =
∫
Ω

f (x)v(x)dx+ 〈A(x)∇u.−→n ,v〉,

ce qui suggère de considérer la minimisation :

inf
v∈H1(Ω)

J(v)

= inf
v∈H1(Ω)

{
∫
Ω

1
2
A(x)∇v(x).∇v(x)−

∫
Ω

f (x)v(x)dx − 〈u1,v〉}.

39



CHAPITRE 3. PROBLÈME DE NEUMANN

Puisque les fonctions constantes appartiennent à H1(Ω), on remarque que, si∫
Ω

f (x)dx+ 〈u11Ω〉 , 0, alors l’in�rmum précédent est égal à −∞. On se place dons dans

l’hypothèse
∫
Ω

f (x)dx+ 〈u1,1Ω〉 = 0, ce qui généralise l’hypothèse nécessaire pour le problème de

Neumann homogène.

La fonctionnelle J̃ , dé�nie sur l’espace quotient ˜H1(Ω) est alors strictement convexe, continue et

coercive sur cet espace séparable et ré�exif.

On en déduit l’existence et l’unicité, module les fonctions constantes, d’une solution au

problème, d’où le résultat pour [Neu]f ,u1
A .

Résultat de régularité : bien entendu, on suppose toujours
∫
Ω

f (x)dx+ 〈u1,1Ω〉 = 0.

Théorème 3.3.1. Si f ∈Hm(Ω), avecm > −1, siA ∈ Cm+1(Ω) et si u1 ∈Hm+ 1
2 (∂Ω), alors la solution

u de [Neu]f ,u1
A appartient à Hm+2(Ω).

Preuve : La preuve se fait en utilisant, comme cella fait par exemple dans le cas de Neumann

homogène , une fonction V dans Hm+2 telle que (A(x)∇V ).−→n = u1.

On conclut alors, en remarquant que div(A(x)∇V ) ∈Hm(Ω) et en utilisant les résultats de régularité

pour Neumann homogène.
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Conclusion

Les E.D.P interviennent modélisation de beaucoup des phénomènes de la nature (la chaleur ...).

Il est souvent que ces problèmes n’admettent pas des solutions classique, pour cela on a introduire

la formulation variationnelle pour énoncer ce problème avec une régularité plus faible. Dans notre

travail on peut conclure que le problème de Dirichlet homogène admet une solution unique dans

l’espace H1
0 (Ω), et on a démonter que cette solution plus régulière c’est-à-dire appartient à H2(Ω).

Et on a démontrer aussi que le problème de Dirichlet non homogène admet une solution faible dans

l’espace de Sobolev H
1
2 . Même chose pour le problème de Neumann homogène ou on a démon-

trer l’existence et l’unicité d’une solution faible dans l’espace H−
1
2 (Ω). En�n on a démontrer aussi

l’existence et l’unicité du problème de Neumann non homogène dans l’espace H1 et on a étudier la

régularité de cette solution.

La formulation variationnelle et les espaces de Sobolev jouent un rôle capital pour montrer l’exis-

tence et l’unicité d’une solution faible, du problème elliptique avec une condition aux limits de type

Dirichlet et Neumann.
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Résumé

Dans ce mémoire nous avons considéré un problème au limite pour l’opérateur Laplacien.
Nous avons un problème elliptique avec une condition au limite du deuxième ordre à coefficient
variable.

Nous avons traité ce dernier par deux conditions, Dirichlet homogène et non homogène, et la
condition de Neumann homogène et non homogène. Nous avons appliqué les théorèmes de :
Lax-Milgram et Stampacchia, et la formulation variationnelle pour montrer l’existence et l’uni-
cité d’une solution faible dans les espaces de Sobolev.

Mots clés :

Laplacien, elliptique, Lax-Milgram, Stampacchia, Neumann, Dirichlet, existence et l’unicité
d’un solution, formulation variationnelle.

abstract

In this memory, we have considered a problem at the limit for the Laplacian operator. We
have an elliptical problem with a second order boundary condition with variable coefficient.

We have treated the latter by two conditions, homogeneous and non-homogeneous Dirichlet,
and the homogeneous and non-homogeneous Neumann condition. We applied the theorems of :
Lax-Milgram and Stampacchia, and the variational formulation to show the existence and uni-
queness of a weak solution in Sobolev spaces.

Keywords :

Laplacian, elliptical, Lax-Milgram, Stampacchia, Neumann, Dirichlet, existence and unique-
ness of a solution, variational formulation.


