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Introduction

Les équations di¤érentielles sont trés importantes dans tous les domaines

de la scéances, elles sevent à modeliser des dé¤erents phénomènes physiques et

autres.

Malheuresement, il ya peu de types d�équations di¤érentielles admettant des

solutions analytiques. Pour celà, une étude globale et locale est nécéssaire.

Les EDO linéaires à coe¢ cients constants admettant des méthodes bien éta-

blies pour les résoudre, tandis que les EDO linéaires à coe¢ cients variables n�ont

pas de méthodes générale de résolution.

Dans ce mémoire, on éssaie d�unvestiguer des approximations basées sur le

théorème de Fûchs et la méthode de Frobenius.

On present quatre chapitre dans un memoire, on premiere chapitre on pré-

sente la de�nition des équations di¤érentielles ordinaires et le type de cette équa-

tion et la solution d�une équation di¤érentielle(Solution globale, Solution locale,

Prolongement, Solution maximale),et Etude de la solution d�une équation di¤é-

rentielle linéaire.

Classi�cation des points d�une équation di¤érentielle ordinaire(Point ordi-

naire,Point singulier régulier et Point singulier irrégulier), et représente la Théo-

rème de Fûchs et la Solution au voisinage d�un point ordinaire et d�un point

singulier régulier, dans la deuxiéme chapitre.

Pour troisième chapitre on présente solution au voisinage d�un point singulier

régulier admettant des singularité logarithmique.

Et dernier chapitre on parle par Solution au voisinage d�un point singulier

irrégulier, nous parlons la Suite et serie asymptotique, Développement asympto-

tique.

Finalement on recrit la Conclusion de memoire et la Bibliographie.
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Chapitre 1

Equations di¤érentielles
ordinaires

1.1 Introduction

Les équations di¤érentielles constituent un domaine qui trouve de nombreuses

applications dans la modélisation des systèmes physiques. Elles jouent un rôle

fondamental dans la théorie des systèmes asservis linéaires. C�est pourquoi, il est

important de savoir établir les équations di¤érentielles, les résoudres et analyser

leurs solutions.

Dans notre mémoire, on présente le théorème de Fûchs et la méthode de

Frobenius pour trouver une solution locale au voisinage d�un point d�une équation

di¤érentielle linéaire.

Le théorème de Fûchs nous donne une déscription qualitative de la solution

au voisinage d�un point tandis que la méthode de Frobenuis nous donne une

méthode de calcul de la solution.

Avant d�énoncer le théorème de Fûchs et procéder à décrire la méthode de

Frobenius on donne quelques préliminaires sur les équations di¤érentielles.

1.2 Equation di¤érentielle ordinaire

Dé�nition 1.2.1
Une équation di¤érentielle ordinaire (EDO) est une relation entre la va-

riable indépandente réelle x, une fonction inconnue x �! y(x) et ses dérivées

2



1. Equations di¤érentielles ordinaires 3

y0; y00; ::::; y(n) au point x de la forme :

F
�
y(x); y0 (x) ; y00 (x) ; ::::y(n) (x) ; x

�
= 0 (1)

ou encore

F
�
y; y0; y00; ::::y(n); x

�
= 0 (2)

- F est une fonction de n+ 2 variables.

- y une fonction de la variable réelle x à valeurs dans R.

- y0; ::::; y(n) les dérivées, de la fonction y par rapport à la variable x.

- Le nombre naturel n qui représente la haute dérivée de y par rapport à x (y(n))
est appelé l�ordre de l�équation di¤érentielle.

Remarque 1.2.1
Dans l�équation (1) ci-dessus, la fonction inconnue y(x) est appellée la va-

riable dépendante, la variable x (par rapport à laquelle y varis) est appellée la

variable indépendante.

1.3 Equation di¤érentielle linéaire, non linéaire

et quasi-linéaire

1.3.1 Equation di¤érentielle linéaire

Dé�nition 1.3.1
Une équation di¤érentielle est linéaire si elle est constituée d�une somme de

termes linéaires en y(x) et ses dérivées. L�équation di¤érentielle linéaire d�ordre

n a la forme :

an(x)y
(n) + an�1(x)y

(n�1) + :::::+ a1(x)y
0 + a0(x)y = g(x) (3)

Les fonctions ai(x) sont appelé les coe¢ cients de l�équation.

Remarque 1.3.1
Les coe¢ cients sont des constantes ou bien au plus des fonctions de la variable

indépandente x.
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Si g(x) dans la formule (3) est nulle (g(x) = 0) l�équation est dite "équation

homogène" ou bien "équation sans second membre", sinon elle est dite "équation

non homogéne".

1.3.2 Equation di¤érentielle non linéaire

Dé�nition 1.3.2
Toute équation di¤érentielle qui n�est pas de la forme (3) est dite non linéaire

comme dans les deux exemples suivants :

- �
dy

dx

�3
+ y = 2

-
x
dy

dx
+ 2y2 = ex

1.3.3 Equation di¤érentielle quasi-linéaire

Dé�nition 1.3.3
Une équation di¤érentielle est dite quasi linéaire si elle est non linéaire mais

la fonction F dans la formule (1) est linéaire par rapport à y(n).

Exemple 1.3.1
y00 + (y0)2 + xy = 0

1.4 Solution d�une équation di¤érentielle

1.4.1 Solution globale

Dé�nition 1.4.1
On appelle solution globale d�une équation di¤érentielle (1) d�ordre n sur un

certain intervalle I de R, toute fonction y(x) dé�nie sur cet intervalle I, n fois
dérivable en tout point de I et qui véri�e identiquement cette équation di¤éren-

tielle sur I. On note en général cette solution par (y(x); I):

Si I contient sa borne inférieure �, (resp. sa borne supérieure � ), ce sont des

dérivées à droite (resp. à gauche) qui interviennent au point x = �, (resp.x =
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�). Intégrer une équation di¤érentielle consiste à déterminer l�ensemble de ses

solutions.

1.4.2 Solution locale

Dé�nition 1.4.2
Soit x0 2 R, une fonction y(x) est dite solution locale de l�équation di¤é-

rentielle (1) au voisinage de x0 s�il existe un intervalle Ix0 � R qui contient x0
(x0 2 Ix0) tel que (y(x); Ix� ) soit solution de (1).

1.4.3 Prolongement

Dé�nition 1.4.3
Soient (y(x); I) et (~y(x); ~I) deux solutions d�une même équation di¤érentielle.

On dit que (~y(x); ~I) est un prolongement de (y(x); I) si et seulement si I � ~I et

~y=I = y .

1.4.4 Solution maximale

Dé�nition 1.4.4
Soient I1 et I2, deux intervalles sur R tels que I1 � I2. On dit qu�une so-

lution (y(x); I1) est maximale dans I2 si et seulement si y(x) n�admet pas de

prolongement (~y(x); ~I) solution de l�équation di¤érentielle telle que I1 & ~I � I2.

1.5 Etude de la solution d�une équation di¤é-

rentielle linéaire

La théorie des équations di¤érentielles linéaires est riche et assez complète.

On sait qu�une équation di¤érentielle d�ordre n admet n solutions linéairement

indépandentes, aussi il y a des méthodes développées pour trouver des solutions

des équations à coe¢ cients constants .

Pour les équations di¤érentielles à coe¢ cients variables il y a peu de formes

pour lesquelles des solutions explicites existent. Pour celà, on a recoure à des so-

lutions sous formes de series ou des solutions approximatives. On ce limite dans

ce mémoire aux solutions sous formes de series. On note trois grand types de

series : serie de Taylor, serie de Frobenius et serie asymptotique. Pour les series
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de Taylor, elles sont bien étudiées en analyse réel et utilisées dans les équations

di¤érentielles dans les cours de graduation. Dans notre mémoire on énonce le

théorème de Fûchs puis d�écrire la méthode de Frobenius.

Pour faire, on doit classi�er les points d�une équation di¤érentielle ordinaire.



Chapitre 2

Classi�cation des points d�une
équation di¤érentielle ordinaire

Soit l�équation di¤érentielle ordinaire linéaire (3) d�ordre n. On prend g(x) =

0 et on réécrit l�équation tel que le coe¢ cient de la néme dérivé, y(n), soit égal à

1. C�est à dire, on réécrit l�équation sous la forme :

y(n) + an�1(x)y
(n�1) + :::::::::::+ a1(x)y

0 + a0(x)y = 0 (4)

L�équation précédante est dite écrite sous la forme canonique.

Pour donner la classi�cation des points de l�équation di¤érentielle précédante

les coe¢ cients ai(x), i = 0; :::; n � 1; sont considérés comme des fonctions de la
variable complexe x, i.e : x 2 C.

2.1 Point ordinaire

Dé�nition 2.1.1
x0 2 C est un point ordinaire de l�équation di¤érentielle ordinaire (4) si tous

les coe¢ cients ai(x) sont des fonctions analytiques au point x0.

- Tout point qui n�est pas ordinaire est un point singulier, on distingue deux
types de point singuliers :

7



2. Classi�cation des points d�une équation di¤érentielle ordinaire 8

2.2 Point singulier régulier

Dé�nition 2.2.1
x0 2 C est un point singulier régulier de l�équation di¤érentielle ordinaire (4)

si au moins un coe¢ cient ai(x) n�est pas une fonction analytique au point x0,

mais les fonctions (x� x0)n�iai(x) sont analytiques au point x0.

2.3 Point singulier irrégulier

Dé�nition 2.3.1
Un point x0 2 C est un point singulier irrégulier de l�équation di¤érentielle

ordinaire (4) s�il n�est pas un point ordinaire et il n�est pas un point singulier

régulier.

Exemple 2.3.1

x2y00 + x log(x+ 1)y0 + y = 0

Solution 2.3.1
On écrit l�équation précédante sous sa forme canonique :

y00 +
log(x+ 1)

x
y0 +

1

x2
y = 0

* x0 = 1 est un point ordinaire car les coe¢ cients
log(x+1)

x
et 1

x2
sont analytiques

au voisinage de x0 = 1.

* x0 = 0 est un point singulier régulier car les coe¢ cients log(x+1)
x

et 1
x2

ne

sont pas analytiques au point x0 = 0 mais :

x(
log(x+ 1)

x
) = log(x+1) et x2(

1

x2
) = 1 sont analytiques au voisinage de x0 = 0.

* x0 = �1 est un point singulier irrégulier car log(x+1)
x

et (x+ 1) log(x+1)
x

ne sont

pas analytiques au voisinage de x0 = �1.

Nous sommes maintenant prêt à donner le théorème de Fûchs.
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2.4 Théorème de Fûchs

Si x0 2 C est un point ordinaire de l�équation di¤érentielle (4) alors toutes
les solutions sont analytiques au voisinages de x0: De plus, la serie de TaylorX1

i=0
ai(x� x0)i qui représente la solution de l�équation au voisinage de x0 ad-

met un rayon de convergence R0 au moins égal à la distance entre x0 et la plus

proche singularité à x0.

Si x0 2 C est un point singulier régulier de l�équation di¤érentielle (4) alors
il existe au moins une solution développable en serie de Frobenius au voisinage

de x0: C�est à dire la serie de la forme :

(x� x0)�
1X
i=0

ai(x� x0)i

où � 2 C appellé l�indice de l�équation.
La série

X1

i=0
ai(x�x0)i est une serie entière au voisinage de x0 et admet un

rayon de convergence R1 au moins égal à la distance entre x0 et la plus proche

singularité à x0 di¤érente de x0:

Si l�ordre n de l�équation est supérieur à 1, les autres solutions de l�équation

admettent au plus des singularités logarithmiques.

Si x0 2 C est un point singulier irrégulier de l�équation di¤érentielle (4) alors
il existe au moins une solution admettant des singularités essentielles au voisi-

nage de x0:

Le théorème précédant est dû à Emmanuel Fûchs en 1866, sa démonstra-

tion est très di¢ cile et compliquée et ne peut être développée dans ce mémoire,

néamoins on suit les étapes de Frobenius qui exploite la description qualitative

des solutions locales de l�équation di¤érentielle (4). Pour ne pas entrer dans des

calculs algebriques longs et lourds on va considérer les équations di¤érentielles

d�ordre n = 2.

Soit l�équation di¤érentielle ordinaire d�ordre 2 sous sa forme canonique sui-

vante :

y00 + P (x)y0 +Q(x)y = 0 (5)
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les coe¢ cients sont P (x) et Q(x):

2.5 Solution au voisinage d�un point ordinaire

Si x0 est un point ordinaire alors P (x) et Q(x) sont analytiques au voisinage

de x0, alors on a :

P (x) =

1X
k=0

pk(x� x0)k

et

Q(x) =
1X
k=0

qk(x� x0)k

Selon le théorème de Fûchs toutes les solutions sont analytiques au voisinage

de x0, alors on cherche les solutions sous la forme de serie entières, c�est à dire :

y(x) =
1X
k=0

ak(x� x0)k

On a alors

y0(x) =
1X
k=0

kak(x� x0)k�1

et

y00(x) =

1X
k=0

k(k � 1)ak(x� x0)k�2

En remplaçant les developpements de P (x); Q(x); y(x); y0(x) et y00(x) dans

l�équation di¤érentielle (5) puis en regroupant les mêmes puissances de (x� x0)
on trouve une serie sous la forme :

1X
k=0

expression(pk; qk; ak)(x� x0)k = 0

Les coe¢ cients sont alors trouvés à partir des équations algebriques d�iden-

ti�cations :

expression(pk; qk; ak) = 0 pour k = 0; :::;1

.
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Exemple 2.5.1
y00 + xy = 0 (6)

On cherche une solution au voisinage de x0 = 0 qui est un point ordinaire de

l�équation.

Solution 2.5.1
On note que x0 = 0 est un point ordinaire

alors

y(x) =
1X
k=0

akx
k = a0 + a1x+

1X
k=2

akx
k

On a

y00(x) =
1X
k=2

k(k � 1)akxk�2 = 2a2 + 6a3x+
1X
k=4

k(k � 1)akxk�2

et

xy = a0x+
1X
k=1

akx
k+1

On substitut les valeurs précédentes dans l�équation (6)

2a2 + (6a3 + a0)x+
1X
k=4

k(k � 1)akxk�2 +
1X
k=1

akx
k+1 = 0

On pose n = k � 4 pour première serie et n = k � 1 pour seconde serie on
aura

2a2 + (6a3 + a0)x+

1X
n=0

(n+ 4)(n+ 3)an+4x
n+2 +

1X
n=0

an+1x
n+2 =

2a2 + (6a3 + a0)x+

1X
n=0

[an+4(n+ 4)(n+ 3) + an+1]x
n+2 = 0

En posant tous les coe¢ cients de la même puissance de x égale 0 donc

a2 = 0; a3 = �
a0
6

et, pour n � 0 an+4 = �
an+1

(n+ 4)(n+ 3)
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On note que a0 et a1 sont arbitraires les quatres premiers coe¢ cients obtenu

comme suite :

a4 = �
a1
12
; a5 = �

a2
20
= 0; a6 = �

a3
30
=
a0
180

et a7 = �
a4
42
=
a1
504

donc

y = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + a5x

5 + a6x
6 + a7x

7 + :::

= a0 + a1x�
a0
6
x3 � a1

12
x4 +

a0
180

x6 +
a1
504

x7 + :::

= a0(1�
x3

6
+
x6

180
+ :::) + a1(x�

x4

12
+
x7

504
+ :::)

- On pose a0 = 0 et a1 = 1 donc

y1(x) = 0(1�
x3

6
+
x6

180
+ :::) + 1(x� x

4

12
+
x7

504
+ :::)

on a

y1(x) = x�
x4

12
+
x7

504
+ :::

- on pose a0 = 1 et a1 = 0 donc

y2(x) = 1(1�
x3

6
+
x6

180
+ :::) + 0(x� x

4

12
+
x7

504
+ :::)

on a

y2(x) = 1�
x3

6
+
x6

180
+ :::

donc la solution général de l�équation (6)

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x)

y(x) = C1(x�
x4

12
+
x7

504
+ :::) + C2(1�

x3

6
+
x6

180
+ :::)

y1(x) et y2(x) sont deux solutions particulières linéairements indépendentes

de l�équation di¤érentielle (6):
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2.6 Solution au voisinage d�un point singulier

régulier

Si x0 est un point singulier régulier alors P (x) et Q(x) admettent un deve-

loppement en serie de Laurent au voisinage de x0 de la forme :

P (x) =

1X
k=0

pk(x� x0)k�1

et

Q(x) =

1X
k=0

qk(x� x0)k�2

Selon le théorème de Fûchs il existe au moins une solution developpable en

serie de Frobenius au voisinage de x0, alors on cherche une solution sous la forme

de serie de Frobenius, c�est à dire :

y(x) =
1X
k=0

ak(x� x0)k+� ; � 2 C

On a alors

y0(x) =
1X
k=0

(k + �)ak(x� x0)k+��1

et

y00(x) =

1X
k=0

(k + �)(k + � � 1)ak(x� x0)k+��2

En remplaçant les developpements de P (x); Q(x); y(x); y0(x) et y00(x) dans

l�équation di¤érentielle (5) puis en regroupant les mêmes puissances de (x� x0)
on trouve une serie sous la forme :

1X
k=0

expression(pk; qk; ak; �)(x� x0)k+� = 0

Les coe¢ cients sont alors trouvés à partir des équations algebriques d�iden-

ti�cations :

expression(pk; qk; ak) = 0 pour k = 0; :::;1:

Pour k = 0 , on aura :

expression(p0; q0; a0; �) = 0
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C�est une equation algebrique du second ordre elle admet des méthodes de réso-

lution bien établies, elle est appelée équation indiciaire car elle donne la valeur

de l�indice �:

2.6.1 Calcule de l�équation indiciare

Comme vu précédement, si x0 est un point singulier, l�équation (5) admet

une solution y(x) de la forme de serie de Frobenuis :

y(x) =

1X
k=0

ak(x� x0)k+�

, en regroupant les termes de la même puissance de (x � x0)k+��2 pour n =

0; 1; 2; ::; on obtient :

pour k = 0, le coe¢ cient de (x� x0)��2 est

[�2 + (p0 � 1)� + q0]a0 (7)

pour k � 1; le coe¢ cient de (x� x0)k+��2 est

[(� + k)2 + (p0 � 1)(� + k) + q0]ak

+
k�1X
n=0

[(� + n)pk�n + qk�n]an , k = 1; 2; ::: (8)

Pour (7), on écrit le polynome indiciaire :

P (�) = �2 + (p0 � 1)� + q0

En identi�ant tous les coe¢ cients à 0; on obtient les équations algebriques :

pour k = 0,

[�2 + (p0 � 1)� + q0]a0 = P (�)a0 = 0

pour k � 1;

[(� + k)2 + (p0 � 1)(� + k) + q0]ak = P (� + k)ak =

�
k�1X
n=0

[(� + n)pk�n + qk�n]an , k = 1; 2; ::: (9)
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On cherche la solution de l�équation P (�) = 0 et on donne la discution de la

solution selon les racines de P (�):

2.6.2 Discution

Selon les formules de quadratures de résolutions des équations du second de-

gré, l�équation indiciaire admet deux solutions complexes, soient �1 et �2 ces

deux solutions. Sans perdre de généralité, on suppose Re(�2) � Re(�1).

1érecas �2 � �1 =2 N (on considère que 0 2 N)

Il existe deux solutions linéairement indépendantes développables en séries

de Frobenius d�indices �1 et �2:

2émecas �2 � �1 = N = 0; 1; 2; :::; dans ce cas il existe deux sous cas :

a) �1 = �2 = � Il existe deux solutions :

- une solution developpable en serie de Frobenuis d�indice � :

y(x; �) =
1X
k=0

ak(�)(x� x0)k+�

- une solution admettant une singularité logarithmique .

b) �2��1 = N = 1; 2; ::: il existe une solution developpable en série de Frobenius

d�indice �2, pour l�indice �1 il y a deux autres sous cas :

Dans l�équation (9) et pour k = N on aura

P (�1 +N)aN = �
N�1X
n=0

[(�1 + n)pN�n + qN�n]an

mais

P (�1 +N) = P (�2) = 0

(i) Si
N�1X
n=0

[(�1+n)pN�n+qN�n]an = 0 alors l�équation (9) pour k = N devient

seulement 0aN = 0 qui est toujours vraie, aN est une autre constante arbitraire.

La deuxième solution est aussi developpable en série de Frobenius d�indice �1:
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(ii) Si
N�1X
n=0

[(�1 + n)pN�n + qN�n]an 6= 0 alors l�équation (9) pour k = N de-

vient seulement 0aN 6= 0 qui est toujours fausse, quelque soit aN . La deuxième
solution admet une singularité logarithmique.

Pour illustrer la méthode de Frobenius, on résout l�équation de Bessel qui

admet les deux solutions linéairement indépendantes en série de Frobenius au

voisinage d�un point singulier régulier.

2.6.3 Equation de Bessel

Dé�nition 2.6.1
L�équation de BESSEL est une équation di¤érentielle de la forme :

x2y00 + xy0 + (x2 � v2)y = 0; v � 0; v 2 R (10)

On écrit l�équation sous sa forme canonique :

y00 +
1

x
y0 +

(x2 � v2)
x2

y = 0; v � 0; v 2 R

� Le point x = 0 est un point singulier régulier, les coe¢ cients P (x) = 1
x

and Q(x) = 1 � v2

x2
ne sont pas analiytique au point x0 = 0 et xP (x) = 1 et

x2Q(x) = x2� v2 sont des fonctions analiytiques au point x0 = 0. Donc le point
x0 = 0 est un point singulier régulier. Par conséquent on cherche la solution de

l�équation de BESSEL la forme de serie de Frobenius :

y(x) =
1X
k=0

akx
k+�; � 2 C

d�où

(x2 � v2)y(x) = (x2 � v2)
1X
k=0

akx
k+�;

xy0(x) = x
1X
k=0

(k + �)akx
k+��1 =

1X
k=0

(k + �)akx
k+�

et
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x2y00(x) = x2
1X
k=0

(k + �)(k + � � 1)akxk+��2 =
1X
k=0

(k + �)(k + � � 1)akxk+�

On substitut les expréssions précédentes dans l�équation (7), on obtient

1X
k=0

(k + �)(k + � � 1)akxk+� +
1X
k=0

(k + �)akx
k+� + (x2 � v2)

1X
k=0

akx
k+� = 0

On prend le facteur commun x�

" 1X
k=0

(k + �)(k + � � 1)akxk +
1X
k=0

(k + �)akx
k + (x2 � v2)

1X
k=0

akx
k

#
x� = 0

Donc

1X
k=0

(k + �)(k + � � 1)akxk +
1X
k=0

(k + �)akx
k + (x2 � v2)

1X
k=0

akx
k = 0

C�est un dire

1X
k=0

(k + �)(k + � � 1)akxk +
1X
k=0

(k + �)akx
k +

1X
k=0

akx
k+2 � v2

1X
k=0

akx
k = 0

On pose k = n� 2 pour la 3éme serie et k = n pour les autres series

1X
n=0

(n+ �)(n+ � � 1)anxn +
1X
n=0

(n+ �)anx
n +

1X
n=2

an�2x
n � v2

1X
n=0

anx
n = 0

D�où "
�(� � 1)a0 + �(� + 1)a1x+

1X
n=2

(n+ �)(n+ � � 1)anxn
#
+"

�a0 + (1 + �)a1x+
1X
n=2

(n+ �)anx
n

#

+
1X
n=2

an�2x
n �

"
v2a0 + v

2a1x+ v
2

1X
n=2

anx
n

#
= 0
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Donc

�
�2 � v2

�
a0+

�
(� + 1)2 � v2

�
a1x+

1X
n=2

��
(� + n)2 � v2

�
an + an�2

�
xn = 0 (11)

En posant tous les coe¢ cients de la même puissance de x égale 0, on obtient

�
�2 � v2

�
a0 = 0)

8>>>>>><>>>>>>:
�2 � v2 = 0) �2 = v2 )

8><>:
� = v

ou

� = �v

9>=>;
et

a0 6= 0

9>>>>>>=>>>>>>;
Pour � = v ou � = �v ona :

�
�2 + 2� + 1� v2

�
a1 = 0)

8>>><>>>:
2� + 1 +

=0z }| {
�2 � v2 = 0
et

a1 6= 0

9>>>=>>>;)
(

� = v ) 2v + 1 = 0) v = �1
2

� = �v ) �2v + 1 = 0) v = 1
2

)

0@n2 + 2n� + =0z }| {
�2 � v2

1A an+an�2 = 0) �
an = �

1

n2 + 2n�
an�2

�
,n = 2; 3; 4; :::

1érecas : � = v = �1
2

On substitut la valeur de � = �1
2
dans l�équation (11),on obtient

0a0 + 0a1x+

1X
n=0

�
(n2 � n)an + an�2

�
xn = 0

Donc

8><>:
0a0 = 0) a0 est arbitraire

0a1 = 0) a1 est arbitraire

(n2 � n)an + an�2 = 0) an = � 1
n2�nan�2 ; n = 2; 3; 4; :::

9>=>;
Puisque a0 et a1 sont arbitraires les quatres premiers coe¢ cients obtenu

comme suite :
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a2 = �
1

2
a0; a3 = �

1

6
a1; a4 =

1

24
a0; a5 =

1

120
a1

donc la solution de l�équation (10) est :

y(x) = a0x
0� 1

2 + a1x
1� 1

2 � 1
2
a0x

2� 1
2 � 1

6
a1x

3� 1
2 +

1

24
a0x

4� 1
2 +

1

120
a1x

5� 1
2 � :::

= a0x
� 1
2 + a1x

1
2 � 1

2
a0x

3
2 � 1

6
a1x

5
2 +

1

24
a0x

7
2 +

1

120
a1x

9
2 � :::

= (x�
1
2 � 1

2
x
3
2 +

1

24
x
7
2 � :::)a0 + (x

1
2 � 1

6
x
5
2 +

1

120
x
9
2 � :::)a1

2émecas : � = � v = 1
2

On substitut la valeur de � = 1
2
et v = �1

2
dans l�équation (11)

0a0 + 2a1x+
1X
n=2

�
(n2 + n)an + an�2

�
xn = 0

Donc

8><>:
0a0 = 0) a0 est arbitraire

2a1 = 0) a1 = 0

(n2 + n)an + an�2 = 0) an = � 1
n2+n

an�2 ; n = 2; 3; 4; :::

9>=>;
Puisque a0 est arbitraire les sinq premiers coe¢ cients obtenu comme suit :

a2 = �
1

6
a0; a3 = 0; a4 =

1

120
a0; a5 = 0; a6 = �

1

5040
a0

(On marque que, pour n = 1; 3; 5; ::. ,on a an = 0)

Donc la solution de l�équation (10) :

y(x) = a0x
0+ 1

2 � 1
6
a0x

2+ 1
2 +

1

120
a0x

4+ 1
2 � 1

5040
a0x

6+ 1
2 + :::

= a0x
1
2 � 1

6
a0x

5
2 +

1

120
a0x

9
2 � 1

5040
a0x

13
2 + :::

= (x
1
2 � 1

6
x
5
2 +

1

120
x
9
2 � 1

5040
x
13
2 + :::)a0



Chapitre 3

Solution au voisinage d�un point
singulier régulier admettant des
singularité logarithmique

On a vue précidément que selon les racines du polynomes indiciaire, l�équation

du second ordre peut admetre deux solutions en serie de Frobenuis ou bien une

solution en serie de Frobenuis et la deuxieme solution admettant une singularité

logorithmique. Dans ce chapitre on va donner la procédure d�obtenir la solution

admettant une singularité logarithmique. La singularité logarithmique apparait

dans la solution d�une équation di¤érentielle linéaire du seconde ordre dans deux

cas :

3.1 1ére cas

Le polynome indiciaire P (�) admet une racine double, soit �0 la racine double

de P (�).

D�aprés le théorème de Fûchs, dans le cas ou il existe une seule solution en

series de Frobenius, alors la deuxième solution contient la fonction log(x� x0):
On note l�operateur :

L =
d2

dx2
+

P (x)

(x� x0)
d

dx
+

Q(x)

(x� x0)2

20
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et on écrit la solution de l�équation

y00 +
P (x)

(x� x0)
y0 +

Q(x)

(x� x0)2
y = 0 (5)

sous la forme :

y(x; �) = (x� x0)�
X
n�0

an(�)(x� x0)n

Pour l�instant, les coe¢ cients an(�) satisfont la récursion (5) mais pas racine

de P (�)

Alors

L(y(x; �)) = a0(�)(x� x0)��2P (�)

Si � = �0 est l�indice

alors

L(y(x; �0)) = 0 car P (�0) = 0

on derive a0(�)(x� x0)��2P (�) par rapport à �

d

d�

�
a0(�)(x� x0)��2P (�)

�
=

h
a
0

0(�) + a0(�)(� � 2) log(x� x0)
i
(x� x0)��2P (�)

+a0(�)(x� x0)��2P
0
(�)

puisque �0 est une racine double de P (�) donc P (�0) et P
0(�0) sont nuls

(P (�0) = P
0(�0) = 0)

d�où �
dL(y (x; �)

d�

�
�=�0

= L

�
d

d�
y (x; �)

�
�=�0

= 0

Donc
h
d
d�
y(x; �)

i
�=�0

est une autre solution de L:

Puisque

y(x; �) = (x� x0)�
X
n�0

an(�)(x� x0)n

Alors
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�
d

d�
y(x; �)

�
�=�0

= y(x; �0) log(x� x0) +
1X
n=0

bn(x� x0)�0+n

ou

bn =

�
@

@�
an(�)

�
�=�0

3.2 2éme cas

Soit �1 et �2 racines de P (�) avec �2 � �1 = N = 1; 2; 3; :::, et

N�1X
k=0

[(�1 + k)pN�k + qN�k] ak 6= 0

Dans ce cas on construit la solution de la manière suivante :

Comme dans le premier cas, on ecrit

Y (x; �) = (x� x0)�
X
n�0

an(�)(x� x0)n

Et on prend

�
dL(Y (x; �)

d�

�
�=�2

= L

�
d

d�
Y (x; �)

�
�=�2

= a0(�2)(x� x0)�2�2P 0(�2) (12)

= a0(�2)(x� x0)�1+N�2P 0(�2) 6= 0

Car �2 n�est pas une racine double.

D�ou
h
@
@�
(Y (x; �))

i
�=�2

est solution de l�équation non homogène de (12),

cette équation admet une solution developpable en serie de Frobenius d�indice

�2.

Soit

Y (x) =

1X
j=0

cj(x� x0)�1+j

:

En substituant cette forme dans l�équation (12) et identi�ant les coe¢ cients

de la même puissance de (x� x0); on obtient :
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(x� x0)�1�2 :
P (�1)c0 = 0

(x� x0)�1�2+j :

P (�1 + j)cj +

j�1X
k=0

�
(�1 + k)pj�k + qj�k

�
ck = 0 ; j 6= 0; :::; N

(x� x0)�1�2+N :

P (�1 +N)cN +
N�1X
k=0

[(�1 + k)pN�k + qN�k] ck = a0P
0(�2)

On note que

P (�1 +N) = 0

Donc cN est une constante indeterminé, on aura la relation entre a0 (a0 6= 0) et
les coe¢ cients c0; :::; cN�1.

a0 =
1

P 0(�2)

N�1X
k=0

[(�1 + k)pN�k + qN�k] ck

L�équation (12) a deux solutions indépendentes�
@

@�
(y(x; �))

�
�=�2

et Y (x)

Alors la fonction

y(x) =

"
Y (x)�

�
@

@�
(y(x; �))

�
�=�2

#
sera solution à l�équation

L(y(x)) = 0

c�ést à dire la deuxiéme solution à L(y(x)) = 0 est de la forme :

y(x) =
1X
n=0

cn(x� x0)�1+n �
�
@

@�
(y(x; �))

�
�=�2

Pour illustrer la méthode on résout une équation de Bessel modi�é.
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Soit l�équation :

y00 +
1

4x2
y = 0 (13)

On note que x0 = 0 est un point singulier régulier.

D�aprés la théorème de Fûchs, l�équation (13) admet une solution de la forme

de serie de Frobenius :

y(x) =
1X
n=0

an(x� x0)n+�

Alors

y00(x) =
1X
n=0

(n+ �)(n+ � � 1)an(x� x0)n+��2

On substitut cette serie dans l�équation (13), on obtient :

1X
n=0

(n+ �)(n+ � � 1)anxn+��2 +
1

4x2

1X
n=0

anx
n+� = 0

D�où

1X
n=0

(n+ �)(n+ � � 1)anxn+��2 +
1

4

1X
n=0

anx
n+��2 = 0

On prend le facteur commun xn+��2

1X
n=0

�
(n+ �)(n+ � � 1) + 1

4

�
anx

n+��2 = 0

Donc

1X
n=0

�
(n+ �)(n+ � � 1) + 1

4

�
an = 0

En identi�ant tous les coe¢ cients à 0, on obtient les équations algebriques :

Pour n = 0 : �
�(� � 1) + 1

4

�
a0 = 0

On a
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(
P (�) = �2 � � + 1

4
= 0

a0 6= 0

)
Donc le polynome P (�) admet une racine double :

�1 = �2 =
1

2
Pour n > 0 : �

(n+
1

2
)(n+

1

2
� 1) + 1

4

�
an = 0

) n2an = 0

) an = 0 , n � 1

Donc la solution de l�équation (13) est :

y(x) = a0x
� +

1X
n>0

an|{z}
=0

xn+�

donc

y(x) = a0x
1
2 = a0

p
x ; a0 6= 0

Pour construire la deuxième solution avec singularité logarithmique, on écrit

la solution sous la forme :

y(x; �) = a0(�)x
�

a0(�) est considére comme fonction de �, est le deuxiéme solution

alors �
@

@�
y(x; �)

�
�= 1

2

mais

�
@

@�
y(x; �)

�
�= 1

2

=
�
a00(�)x

� + a0(�)(log x)x
�
�
�= 1

2

=

�
a00(
1

2
) + a0(

1

2
) log x

�
x
1
2
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ou a00(
1
2
) et a0(12) sont des constantes arbitraires.

* Si a0(12) = 0 et a
0
0(
1
2
) = 1; on obtient la solution de Frobenius :

y1(x) = x
1
2

* Si a0(12) = 1 et a00(
1
2
) = 0; on obtient la deuxième solution qui admet la

singularité logarithmique :

y2(x) = x
1
2 log x

On Veri�e que y2(x) = x
1
2 log x est une autre solution de l�équation (13) :

y00(x) +
1

4x2
y(x) = 0

On a

y2(x) = x
1
2 log x

et

y002(x) = �
1

4
x�

3
2 log x

On substitut y2(x) et y002(x) dans l�équation (13), alors

�1
4
x�

3
2 log x+

1

4x2
(x

1
2 log x) = 0

) �1
4
x�

3
2 log x+

1

4
x�

3
2 log x = 0

) 0 = 0

Donc y2(x) est une solution de l�équation (13).

Cas �2 � �1 = N = 1; 2; 3; :::

Pour simpli�er les calcul, on prend le cas �2 � �1 = 1; on modi�e l�équation
de Bessel une autre fois pour obtenir l�équation :

y00 � 1

x
y0 +

3

4x2
y = 0 (14)

On note que x0 = 0 est un point singulier régulier.
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D�aprés le théorème de Fûchs, l�équation (14) admet une solution de la forme

de serie de Frobenius :

y(x) =
1X
n=0

an(x� x0)n+�

y0(x) =

1X
n=0

(n+ �)an(x� x0)n+��1

Et

y00(x) =
1X
n=0

(n+ �)(n+ � � 1)an(x� x0)n+��2

On substitut cette series dans l�équation (14) :

1X
n=0

(n+ �)(n+ � � 1)anxn+��2 �
1

x

1X
n=0

(n+ �)anx
n+��1 +

3

4x2

1X
n=0

anx
n+� = 0

D�où

1X
n=0

(n+ �)(n+ � � 1)anxn+��2 �
1X
n=0

(n+ �)anx
n+��2 +

3

4

1X
n=0

anx
n+��2 = 0

On prend le facteur commun xn+��2

1X
n=0

�
(n+ �)(n+ � � 1)� (n+ �) + 3

4

�
anx

n+��2 = 0

D�où �
(n+ �)(n+ � � 1)� (n+ �) + 3

4

�
an = 0

En identi�ant tous les coe¢ cients à 0, on obtient les équations algebriques :

Pour n = 0 : �
�(� � 1)� � + 3

4

�
a0 = 0

on a
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(
P (�) = �2 � 2� + 3

4
= 0

a0 6= 0

)
donc l�équation P (�) admet deux racine �1 et �2 :"

�1 =
1
2

�2 =
3
2

#
on a �2 � �1 = 1
Pour n > 0 :

P (n+ �1) =

�
(n+ �1)(n+ �1 � 1)� (n+ �1) +

3

4

�
an = 0

P (�1 + 1) = P (�2) = 0

et

P (�1 + n) 6= 0 , 8n = 2; 3; :::

Pour n � 2

an = 0

Donc la solution de l�équation (14) est :

y(x) = a0x
1
2 + a1x

3
2

Dans l�équation (14) on a deux solutions de Frobenius

y1(x) = a0x
1
2 et y2(x) = a1x

3
2



Chapitre 4

Solution au voisinage d�un point
singulier irrégulier

Pour aborder les solutions au voisanage d�un point singulier irrégulier on

a besoin de quelques notions d�analyse asymptotique, et spécialement les séries

asymptotiques.

4.1 Suite et serie asymptotique

4.1.1 Relation d�ordre asymptotique O, o et �
On considere deux fonctions f(x) et g(x) dé�nies au voisinage de x0 :

Dé�nition 4.1.1

a) Relation grand O : On dit que f(x) est grand O de g(x) au voisinage de

x0 s�il existe un voisinage V0 de x0 et une constante K > 0 tel que :

jf(x)j � K jg(x)j 8x 2 V0. On écrit alors que f(x) = O(g(x)) quand x! x0.

Si f(x) et g(x) sont continues au point x0 alors f(x) = O(g(x)) quand

x! x0 est équivalent de dire que
f(x)
g(x)

est borné au voisinage de x0 .

b) Relation petit o : On dit que f(x) est petite o de g(x) au voisinage de x0
si quelque soit la constante " > 0 il existe un voisinage V0 de x0 tel que :

jf(x)j � " jg(x)j 8x 2 V0. On écrit alors que f(x) = o(g(x)) quand x! x0.

Si f(x) et g(x) sont continues au point x0 alors f(x) = o(g(x)) quand

x! x0 est équivalent de dire que limx!x0
f(x)
g(x)

= 0.

29
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c) Relation équivalent � : On dit que f(x) est équivalente à g(x) au voisi-

nage de x0 si quelque soit la constante " > 0 il existe un voisinage V0 de

x0 tel que :

jf(x)� g(x)j � " 8x 2 V0. On écrit alors que f(x) � g(x)) quand x! x0.

Si f(x) et g(x) sont continues au point x0 alors f(x) � g(x)) quand x! x0

si seulement si limx!x0
f(x)
g(x)

= 1:

4.1.2 Suites asymptotiques

Dé�nition 4.1.2
La suite de fonction f�n(x)g, n = 0; 1; 2; ::: est une suite asymptotique au

voisinage de x0, si �n(x) est de�nie et

�n+1(x) = o(�n(x)); x! x0

f(x� x0)ng est une suite asymptotique quand x! x0.

4.1.3 Series asymptotique

Dé�nition 4.1.3
Si la suite de fonctions f�n(x)g, n = 0; 1; 2; ::: est une suite asymptotique au

voisinage de x0, alors la série formelle
1X
n=0

an�n(x) est une serie asymptotique

au voisinage de x0.

La siute (an)n�0 est une suite numérique.

4.1.4 Développement asymptotique

Dé�nition 4.1.4
Soit f(x) une fonction de�nie dans un voisinage de x0, et f�n(x)g, n =

0; 1; 2; ::: une suite asymptotique au voisinage de x0 la série formelle
1X
n=0

an�n(x)

est un développement asymptotique au voisinage de x0 de f(x) si :

f(x)�
mX
n=0

an�n(x) � am+1�m+1(x) quand x! x0 quelque soit m = 0; 1; 2; :::

ou autrement :
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lim
x!x0

8>>>><>>>>:

"
f(x)�

mX
n=0

an�n(x)

#
am+1�m+1(x)

9>>>>=>>>>; = 1 m = 0; 1; 2; ::: (15)

La condition (15) est equivalente à :

f(x) =
mX
n=0

an�n(x) + o(�m(x)); x! x0 sur R; m = 0; 1; 2; :::

ou bien

f(x) =
mX
n=0

an�n(x) +O(�m+1(x)); x! x0 sur R; m = 0; 1; 2; :::

On écrit alors :

f(x) �
1X
n=0

an�n(x); quand x! x0

Remarque 4.1.1

1) La serie
1X
n=0

an�n(x) n�est pas nécessairement convergente.

2) Le premier terme, a0�0(x); est appelé le terme dominant du développement
asymptotique de f(x) au voisinage de x0.

On a alors

f(x) � a0�0(x); quand x! x0:

Exemple 4.1.1
soit M = ]�1; 0[ ,considérons la fonction f de�nit sur M par

f(x) =
e
�1
x

x

Z 1
x

�1

et

t
dt:

On cherche un développement asymptotique de f au voisinage de x0 = 0.

Par intégration par parties successives,il vient :

8n 2 R; f(x) =
nX
r=0

r!xr + (n+ 1)!
e�

1
x

x

Z 1
x

�1

et

tn+2
dt
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On pose

Rn(x) = (n+ 1)!
e�

1
x

x

Z 1
x

�1

et

tn+2
dt

Alors

jRn(x)j � (n+ 1)!
e�

1
x

jxj

Z 1
x

�1

et

jtn+2jdt

� (n+ 1)!e
� 1
x

jxj jxj
n+2

Z 1
x

�1
etdt

� (n+ 1)! jxjn+1 e� 1
x e

1
x = (n+ 1)! jxjn+1

D�où

Rn(x) = o(x
n) ; x! 0 ; x 2M

Par conséquent,
1X
r=0

r!xr est une série asymptotique associe à f(x) au voisi-

nage de x0 = 0:

On écrit f(x) �
1X
r=0

r!xr quand x! 0:

On remarque que dans le develloppement précedent, la série
1X
r=0

r!xrest di-

vergente 8 x 6= 0, le rayon de convergence r = 0.
Il y a plus à dire sur les suites et séries asymptotiques mais nous nous contan-

tons par les notions précedantes pour étudier les solutions d�une équation di¤é-

rentielle ordinaire au voisinage d�un point singulier irrégulier. On note qu�on a

pri comme exemple l�équation du second ordre.

4.2 Solution au voisinage d�un point singulier

irrégulier

On revient à l�équation di¤érentielle du second ordre (5) :

y00 + P (x)y0 +Q(x)y = 0
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Si x0 est un point singulier irrégulier alors P (x), Q(x) et (x � x0)P (x);
(x� x0)2Q(x) ne sont pas analytiques au voisinage de x0:
Selon le théorème de Fûchs, il existe au moins une solution admettant une

singularité essentielle au voisinage de x0. Alors on cherche une solution asymp-

totique et se contante du terme dominant. La méthode est assez compliquée car

on ne connait pas la forme de la série asymptotique de la solution qu�on cherche.

La méthode est heuristique et ad hoc et repose sur des raisonnements asympto-

tiques et faire des décisions à priori sur les termes à négliger puis con�rmer la

décision ou bien la corrigée par une autre si des contradictions apparaissent dans

le résultat. Ce type de raisonnement s�appele "Trial and error method", qui se

traduit "essayer et corriger après".

Si dans l�equation (5), les coe¢ cients P (x) = P0 et Q(x) = Q0 sont des

constantes alors (5) admet des solutions sous la forme y(x) = exp�x ou � est

une constante. Mais si les coe¢ cients sont des fonctions de x, alors on continue a

chercher une solution de la forme précédente mais avec une certaine modi�cation.

Il semble ligitime et justi�able de chercher une solution de le forme :

y(x) = expS(x) (16)

ou S(x) est une fonction à chercher.

On substitue (16) dans (5) on obtient l�équation non linéaire suivante

S 00(x) + (S 0(x))2 + P (x)S 0(x) +Q(x) = 0 (17)

L�équation précédente est non linéaire et plus compliquée que (5), mais si on

considère que

S 00(x) = o((S 0(x))2) quand x! x0

Alors l�équation précédente se simpli�e à

(S 0(x))2 + P (x)S 0(x) +Q(x) = 0 (18)

L�équation (18) est une équation algebrique du second degré en S 0(x)

admettent les solutions

s0(x) =
�P (x)+�

p
P 2(x)� 4Q(x)
2

(19)

On simpli�er la solution de S 0(x) asymptotiquement en negligenant quelques

termes, puis on veri�e la supposition [S 00(x) = o((S 0(x))2) quand x! x0] faite

plus haute, sinon essayez de faire d�autre balance.
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Exemple 4.2.1
Soit à résoudre l�équation di¤érentielle

x3y00 � y = 0 (20)

x0 = 0 est un point singulier irrégulier.

Si on essaie la serie de Frobenius on écrit :

y(x) =
1X
n=0

anx
n+� avec an 6= 0

Si on remplace cette forme dans l�équation et essayer de résoudre. Pour les

coe¢ cients a0; a1; :::; comme pour un point singulier régulier on obtient a0 = 0

,contradiction l�équation n�admet pas de solution en serie de Frobenius .

On utilise la methode décrit plus haut, on pose :

y(x) = expS(x)

On substitut dans l�équation (20) puis on simpli�e

on obtient l�équation :

S 00(x) + (S 0(x))2 � x�3 = 0 (21)

L�équation précédente est non linéaire et plus compliquée que (20), mais si

on considére que

S 00(x) = o((S 0(x))2); quand x! 0

Donc l�équation (21) simpli�e à

(S 0(x))2 � x�3 = 0

donc

(S 0(x))
2 � x�3; x! 0+

D�où

S 0(x) �+� x�
3
2 ; x! 0+

Par suite
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S(x) �+� 2x�
1
2 ; x! 0+

Pour ne pas compliquer l�écriture on continue avec :

S(x) � 2x� 1
2 ; x! 0+

Comme preuve, on a deux slutions pour S(x) donc deux solutions pour l�équa-

tion (20); puisque limx!0+ S(x) = +1, on doit continuer à chercher S(x) sous
forme d�une serie asymptotique, ie :

S(x) = S0(x) + S1(x) + S2(x) + :::+ Sn(x) + o(Sn(x))

tel que

lim
x!0+

Sn(x) = 0

Maintenant, on véri�e la supposition

S 00(x) � o((S 0(x))2); x! 0+

S(x) = 2x�
1
2 (22)

) S 0(x) = �x� 3
2 et (S 0(x))

2
= x�3

) S 00(x) =
3

2
x�

5
2

D�où

3

2
x�

5
2 = o(x�3); x! 0+

Donc, la suppositiion S
00
(x) = o((s0(x))2); x ! 0+ est veri�ée, puisque

limx!0+ S(x) = +1, on doit continuer à chercher S(x) sous forme d�une se-
rie asymptotique, ie :

S(x) = S0(x) + S1(x) + S2(x) + :::+ Sn(x) + o(Sn(x))

tel que

lim
x!0+

Sn(x) = 0



4. Solution au voisinage d�un point singulier irrégulier 36

On écrit la solution (22) sous la forme de la serie asymptotique

S(x) = 2x�
1
2 + S1(x); S1(x) = o(2x

� 1
2 ) ; x! 0+ (23)

On ne compte pas trouver la solution exacte de S1(x); mais une solution

asymptotique .

En substitut (23) dans l�équation (21),on trouve

3

2
x�

5
2 + S 001 (x)� 2x

�3
2 S 01(x) + (S

0
1(x))

2 = 0

En utilisant le fait que

S(x) = o(2x�
1
2 ); x! 0+ et S 0(x) � x� 3

2

Donc

S 0(x) = o(x�
3
2 ); x! 0+

c�est un dire

(S 01(x))
2
= o(x�

3
2S 01(x)); x! 0+

On obtient l�équation asymptotique suivante

3

2
x�

5
2 + S 001 (x) � 2x�

3
2S 01(x); x! 0+ (24)

De plus

S 01(x)� x�
3
2 ; x! 0+

Pour obtenir

S 001 (x)�
3

2
x�

5
2 ; x! 0+

Alors, l�équation asymptotique (24) se simpli�e à :

3

2
x�

5
2 � 2x� 3

2S 01(x); x! 0+ (25)

D�où

S1(x) �
3

4
log(x); x! 0+ (26)

On veri�e les suppositions faites :

1)
3

4
log(x)� 2x�

1
2 ; x! 0+ vraie
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2)

S 001 (x) � �
3

4
x�2 � x�

5
2 ; x! 0+ vraie

limx!0 log x =1; donc on continue la serie asymptotique de S(x):
On ecrit alors :

S(x) = 2x�
1
2 +

3

4
log(x) + S2(x)

S2(x) � log(x); x! 0+

Substitut encore dans l�équation (21), on trouve

�3x�2
16

+ S 002 (x) + (S
0
2(x))

2 � 2x� 3
2S 02(x) +

3x�1

2
S 02(x) = 0

On utilisant les di¤erents relations asymptotiques,

x�1 � x�
3
2 ; x! 0+

) 3

2
x�1S 02(x)� 2x�

3
2S 02(x); x! 0+

S2(x)� log(x)
?) S 02(x)�

1

x

On a

(S 02(x))
2 � x�1S 02(x); x! 0+

(S 002 (x))� x�2; x! 0+

L�équation asymptotique pour S2(x) se simpli�e à :

�2x� 3
2S 02(x) �

3

16
x�2; x! 0+

S 02(x) �
�3
32
x
�1
2 ; x! 0+

D�où

S2(x) �
�3
16
x
1
2 + s; x! 0+; s = constante d�integration
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et, x
1
2 � s , alors S2(x) � s, et

S2(x) �
�3
16
x
1
2 ; x! 0+

Puisque

lim
x!0+

x
1
2 = 0

; alors on arrète le developpement asypmtotique pour S(x):

Si on regroupe tout, on trouve

S(x) � 2x� 1
2 +

3

4
log x+ s , x! 0+ , s : une constante arbitraire

Et par conséquent :

y(x) � K1x
3
4 e2x

�1
2 ; x! 0+



Conclusion

Malgré que les équations di¤érentielles ordinaires à coe¢ cients variables n�ad-

mettent pas des méthodes analytiques pour trouver une solutions exactes expli-

cites, ou peut trouver des solutions approchées sous formes de series aux voisi-

nages des points ordinaires, singulier régulier ou bien singulier irrégulier.
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Résume 

Dans ce mémoire, on présente la  méthode de Frobenius pour résoudre les équations 

différentielles ordinaires linéaires à coefficients variables. Cette méthode est une 

généralisation de la méthode de Taylor. 

La solution est locale au voisinage de trois points : point ordinaire et point singulier régulier 

et point  singulier irrégulier : 

-au point ordinaire on utilise le développement de Taylor. 

-au point singulier régulier on utilise le développement de Frobenius. 

-au point singulier irrégulier on utilise le développement asymptotique. 

 

                                                                                                                         الملخص 

    في هذه المذكرة نعرض طريقة فروبينيوس لحل المعادلات التفاضلية الترتيبية الخطية ذات معاملات متغيرة, هذه الطريقة 

.تعميم لطريقة تايلور عبارة عن  

نقطة الفريدة الغير منتظمة, حيث:النقطة الفريدة المنتظمة و العادية و النقطة النحل هذه المعادلة عند ثلاث نقط هي:   

ند النقطة العادية نستخدم نشر تايلور.ع-  

عند النقطة الفريدة المنتظمة نستخدم نشر فروبينيوس.-  

.لتقاربيانستخدم النشر  منتظمةالغير عند النقطة الفريدة -  

 

Abstract 

In this work, we present the method of Frobenius to solve ordinary lineair differential 

equations with variable coefficients. This method is generalization of the Taylor method. 

The solution is in the neighborhood of a point. There are three characteristiques points: 

ordinary point, singular regular point and singular irregular point. 

-In the neighborhood of an ordinary point we use the Taylor series. 

- In the neighborhood of a singular regular point we use the Frobenius series. 

- In the neighborhood of a singular irregular point we use the asymptotic series. 
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