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Introduction

Les équations de Navier-Stokes, dont 'origine remonte au XVIII® siecle, décrivent le mouvement
d'un fluide. En 1755, Leonhard Euler applique les lois de Newton a des volumes infinitésimaux de
fluide sans tenir compte des phénomenes de viscosité donnant vie aux équations qui portent son
nom. Puis en 1822, Claude-Luis Navier (mathématicien et ingénieur (1785-1836)) a la suite des
travaux d’Euler, présente dans un rapport a I’Académie des Sciences, les équations générales du
mouvement d’un fuide en tenant compte pour la premiere fois, du frottement intérieur du fuide,
c’est-a-dire de la viscosité. Ces lois sont acceptées et utilisées par les ingénieurs et les physiciens et
sont connues sous le nom d’équations de Navier-Stokes, car George Gabriel Stokes (mathématicien
et physicien britannique né en Irlande (1819-1903)) le premier, les a intégrées dans différents cas
relativement simples.

Les équations de Navier-Stokes sont alors établies. A ces dernieres s’ajoutent les deux équations de
conservation de la masse et de I’énergie, forment le systeme des équations de Navier-Stokes.

Le systeme des équations de Navier-Stokes n’a jamais été aussi important que depuis I’an 2000,
date a laquelle I'institut Clay de mathématiques 1’a proposé dans la liste des sept < problemes de
millénaire >. En effet, pour ce systeme, aucun théoreme d’existence global de solutions régulieres
assorties de conditions initiales réalistes ne peut énoncé aujourd’hui.

Les problemes d’écoulement des fluides sont impliqués dans plusieurs phénomeénes physiques et
jouent un role important dans de nombreuses applications industrielles. Le modele fondamental
en mécanique des fluides est le systeme bien connu de Navier-Stokes pour les fluides visqueux
incompressibles qui a été intensivement étudié au cours des 80 dernieres années. Souvent, dans
I’analyse de I’écoulement des fluides Newtoniens, la propriété de la viscosité est considérée comme
un parametre constant. Cette forte simplification du modéle du mouvement de I’écoulement peut
étre justifiée pour I’écoulement isotherme. Nous considérons dans ce travail un écoulement de fluide
incompressible instationnaire avec une viscosité constante. Plusieurs expériences ont montré que la
condition classique d’adhérence/non glissement entre le fluide et la partie inférieure en mouvement
de la frontiere de son domaine n’est pas satisfaite et le comportement réel semble étre donné par
une condition de frottement de type Tresca [19]. Ce genre de condition aux limites non linéaire
a ¢té introduite par H. Fujita lors de ses conférences au College de France [8]. Pour le probleme
stationnaire, les propriétés d’existence, d’unicité et de régularité des solutions ont été établies par
H. Fujita et N. Saito (][9], [21]). Pour le probleme de Stokes linéaire instationnaire, l'existence et
I'unicité dune solution sont prouvées par H. Fujita [10] .

Pour résoudre un probleme d’écoulement, il faut connaitre :
Les conditions initiales : initialement a t = 0, quel était la configuration de 1’écoulement ?
Les conditions aux limites : au frontieres du domaine qu’impose-t-on a 1’écoulement ?
Pour les conditions aux limites, il y a deux types

e Conditions aux limites non glissement (par exemple les conditions aux limites de Dirichlet



pour la vitesse ).

e Les conditions aux limites de glissement qui peut étre modélisé par des différentes loi de
frottement par exemple la loi de Tresca.

Dans ce mémoire, on s’intéresse au systeme de Navier-Stokes comme dans [2] mais ici, on simplifie
I’étude, on pend la condition de Dirichlet homogene et la condition de Tresca.

Dans [2] ,les auteurs ont pris de plus la condition de Dirichlet non homogene. Pour ramener a des
conditions aux limites homogenes , ils ont fait un changement d’inconnue.

Le systeme de Navier-Stokes est donné par

(
% +0-Vo=f+div(uD(®)) — Vp,  dans Q x (0,7),

div(v) = 0, dans © x (0, 7).
v=0 sur Iy x(0,7),
vp=v-n=0 sur Iyx(0,7),

lor| < €= vy =0, sur  Tgx (0,7),
lorl=¢=3X>0 telque vr=—Xor,

(v(0,.) = vy, dans €.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques notions sur I'analyse fonctionnelle (les espaces
de Hilbert, espaces de Lebesgue et Sobolev, théoremes d’existence pour le systeme différentiel,...).
Dans le deuxieme chapitre, on fait une description du probleme parabolique gouverné par deux lois
de conservation (conservation de la masse et conservation de la quantité du mouvement). Ensuite,
on établit la formulation variationnelle de ce probleme, avec la condition de Tresca on obtient que
la formulation variationnelle du probleme est donnée par une inéquation variationnelle parabolique.
Le troisieme chapitre, est consacré essentiellement a 1’étude de I'existence de solutions du probleme
obtenu dans le chapitre 2, par la méthode de Galerkin en utilisant une pénalisation de la divergence
de la vitesse.

Enfin, on termine notre travail par une conclusion générale.



Chapitre

Quelques outils mathématiques

L’objectif de ce chapitre est de donner et rappeler quelques définitions et théoremes classiques
d’analyse fonctionnelle, théoreme d’existence de Carathéodory pour le systeme différentiel, le lemme
de Gronwall, différentiabilité et convexité qui seront utilisées dans les chapitres ultérieurs.

1.1 Topologies faibles

La boule unité fermée d’un espace normé est compacte pour la topologie fortes si et seulement
si cet espace est de dimension finie alors 'importance fondamentale des topologies faibles est de
gagner la compacité dans les espaces de dimension infinie.

Soit E un espace de Banach (ie, espace vectoriel normé complet) et soit f € E' (E’ le dual
topologique de E qui est I'espace des applications linéaires continues de F dans K (K =R ou C)
muni de la norme
1l = sup {f,2)p £l
zeE

llzl<1

ol (.,.)m & désigne le crochet de dualité entre E' et E . Soit E" son bidual, (i.e le dual de E')
muni de la norme

€]l = sup [{€, ) -

feE'
<1

ol (.,.)gr g désigne le crochet de dualité entre E” et E.

1.1.1 Définition et propriétés élémentaires de la topologie faible

On désigne par ¢y : B — R Papplication définie par ¢;(x) = (f, ) p. Lorsque f décrit E' on
obtient la famille (o). d’applications de £ dans R.

Définition 1.1. La topologie faible o(E, E') sur E est la topologie la moins fine sur E rendant
continues toutes les applications (¢y) rcpy -

Définition 1.2. Soit (x,) une suite d’éléments de E, si x, — x dans o(E, E'), on notera et on
dira que x, — x converge faiblement vers x dans E.

Proposition 1.1. [}/ Soit (z,) une suite de E, on a :
(i). [z, — z pour o(E,E")] < [(/, Tn)p g — (f, ) g 5 Vf € E.

(ii). Si x, — x fortement, alors x, — x faiblement pour o(E,E").
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(i4i). Si x, — x faiblement pour o(E,E') alors ||x,|| est bornée et

|z|| < liminf ||z,||.
n—+00

(iv). Six, — x faiblement pour o(E,E') et si f, — [ fortement dans E'(i.e||f, — f|lzr — 0)
alors {fo, Tn) g g — (f,2) g -

Remarque 1.1. Lorsque E est de dimension finie, la topologie faible O’(E,El) et la topologie
usuelle coincident. En particulier une suite (x,) converge faiblement si et seulement si elle converge
fortement.

1.1.2 La topologie faible *

On va définir maintenant une troisieme topologie sur E la topologie faible * que ’on note
o(E', E). Pour chaque x € F, on considere l'application ¢, : ' — R définie par

fr=0.(f) ={f.2)p &
Lorsque x parcourt E on obtient une famille d’application (¢,), 5 de E' dans R.

Définition 1.3. La topologie faible * désignée aussi par J(E/, E) est la topologie la moins fine sur
E' rendant continues toutes les applications (p2)ecE-
Proposition 1.2. [/]
(i). [fu = f pour o(E'|E)] <= [{fn,2) — (f,2), Yz € E].
(ii). Si f = f pour o(E', E) alors || f.| est bornée et || f|| < liminf, oo || foll-
(iii). Si f, = f pour o(E',E) et si x, — = fortement dans E, alors (frsTn) g g — ([ 0) g -

Théoréme 1.1. (Banach-Alaoglu-Bourbaki) [4] L’ensemble By = {f € E': ||f|| < 1} est
compact pour la topologie faible x o(E', E).
Définition 1.4. (Densité) Soit E un espace vectoriel normé et D une partie de E . On dit que
D est dense dans E si l'une des conditions équivalentes suivantes est vérifice :

1. Pour tout x € E, il existe une suite (y,) d’éléments de D qui converge vers ,

2. pour tout x de E, pour tout € > 0, il existe y € D avec ||y — z|| <,
3. Uadhérence D de D est égale o E.

Théoreme 1.2. [4] Soit E un espace de Banach séparable (contient un sous ensemble dense et
dénombrable) et soit (f,) une suite bornée dans E', alors il existe une sous-suite extraite (f,,) qui
converge pour la topologie o(E', E).

1.1.3 Espaces réflexifs

Une injection canonique J : E — E" définie comme suit
Soit x € E fixé, 'application f — (f, ) # g de I dans R constitue une forme linéaire continue sur

E'. Un élément de E” noté Jz, on a donc
(Jo,f)pr g = (f.2)p p, Ve EEVfEFE.

Définition 1.5. Soit E un espace de Banach et soit J Uinjection canonique de E dans E”, on dit
que E est réflexif si J(E) = E" (i.e.J surjectif).
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Théoreme 1.3. (Kakutani) [4] Soit E un espace de Banach, alors E est réflexif si et seulement
si Bp = {z € E,||z|| < 1} est compact pour la topologie o(E, E").

Théoreme 1.4. [}] Soit E un espace de Banach réflexif et soit (x,) une suite bornée dans E,
alors il existe une sous-suite extraite (., ) qui converge pour la topologie o(E, E").

Proposition 1.3. [4] Soit E un espace de Banach réflexif et soit M C E un sous-espace vectoriel
fermé, alors M muni de la norme induite par E est réfiexif.

Corollaire 1.1. [4] Soit E un espace de Banach, alors E est réflexif si et seulement si E est

réflexif.

1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.6. Soit H un espace vectoriel (réel ou complexe), on appelle produit scalaire sur H
toute forme bilinéaire symétrique resp hermitienne qui est définie positive.

On notera (z,y) le produit scalaire des vecteurs x,y € H cela signifie que 'application :
(,):HxH —K=RouC
(z,y) — (z,y),
vérifie
1. Vy € H; Vo € H+— (z,y) € K est une forme linéaire.

- R
2. Vr,y € H,ona: {y, ) M dans R,
(y,x) = (x,y) dans C.

3.Vre Hyona: (z,z) > 0et (z,z) =0ssi z =0.

Définition 1.7. Si un espace vectoriel H est muni d’un produit scalaire, on dit que c’est un espace
préhilbertien.

Notation : Puisque (x,z) > 0 on peut poser ||z| = /(z, x).
Corollaire 1.2. L’expression ||z|| = \/{x,y) définit une norme sur H appelée norme hilbertienne.

Définition 1.8. (Espace de Hilbert) Si un espace préhilbertien est complet pour sa norme
hilbertienne, on dit que c’est un espace de Hilbert.

Exemple 1.1.

1. Tout espace préhilbertien de dimension finie est un espace de Hilbert.

2. L’espace £*(N) des suites complexes (), telles que Y707 |z, |> < 400 muni de

—+o00

<(x">n20 J (yn>nzo> = Z T Yn-

n=0

10
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1.2.1 Orthogonalité

Définition 1.9. (Orthogonalité) On dit que deuz vecteurs x et y d’un espace préhilbertien H
sont orthogonauz, si (x,y) = 0.

Définition 1.10. (Ensemble convexe) Soit A un sous ensemble d’un espace vectoriel E, on dit

que A est convexe $si :
Ve,y € A, Va € [0,1], (1 —a)z+ay € A.

Autrement dit, un ensemble est convexe s’il contient toute segment passant par deux de ses points.
Théoréme 1.5. (Projection sur un convexe fermé) Soit H un espace de Hilbert et soit A

une partie convexe et fermé, non vide de H, alors pour tout x € H, il existe un unique y € A tel
que : ||z —y|| = in£||x — al| on dit que y = Pa(x) est la projection de x sur A.
ac

Remarque 1.2. [4] La projection P4(z) est caractérisée par
1) Ya € A, Re({x — Pa(z),a — Pa(z))) <O0.
2) L’application x> Py(z) est 1-lipschitzienne.
Définition 1.11. (Base Hilbertienne) On appelle base Hilbertienne une suite (e,) d’éléments
de H tels que
(i). llexll =1 Vn,(em,en) =0 Vm,n,m #n. (i.e(e,) est une base orthonormée).

(7). L’espace vectoriel engendré par les e, est dense dans H.
Théoreme 1.6. [4] Tout espace de Hilbert séparable admet une base Hilbertienne.

Théoréme 1.7. (Projection sur un s.e.v de dimension finie)[11] Soit ey, ...e,, un systéme
orthonormal fini et V- = Vect[ey, ...e,] le sous-espace vectoriel de H engendré par les e;. Alors,

n

Vl‘ c H7 PV(CU) == Z<xae’i> €iy

=1

ou Py(x) est la projection orthogonale de x sur V.

1.3 Espaces de Lebesgue et de Sobolev

Les outils d’analyse fonctionnelle sont les ingrédients quasiment essentiels a I’étude des équa-
tions aux dérivées partielles, notamment 1’espace de Lebesgue et celui de Sobolev. Les espaces de
fonctions a valeurs vectorielles sont adaptés a 1’étude de problemes d’évolution. On rappelle dans
cette partie des résultats fondamentaux pour 1’étude des équations aux dérivées partielles.

En mathématiques, un domaine lipschitzien (ou domaine « a frontiere lipschitzienne ») est un
ouvert d'un espace euclidien dont la frontiere est « suffisamment réguliere », dans le sens qu’elle
peut localement étre représentée comme le graphe d’une fonction continue lipschitzienne.

Dans toute la suite de ce chapitre () désigne un domaine (ouverte connexe) lipschitzien
de R? muni de la mesure de Lebesgue dr et p.p=presque partout (=sauf sur un
ensemble négligeable (de mesure nulle)).

11
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1.3.1 Espace de Lebesgue L*((2)

Définition 1.12. Pour p donné avec 1 < p < 0o, on désigne par LP(SY) l’espace des (classes de
fonctions) v mesurables sur Q) et telle que

o= ( |v<x>|pdx); <.

Pour p = oo, L>(R2) est l'espace des (classes de) fonctions v mesurables et essentiellement bornées
sur § i.e, il existe une constante C telle que |v| < C p.p. sur S, muni de la norme

|v|lo = supess |v(z)| = inf{C; |v(z)| < C p.p. x € Q}.

e

En particulier, pour p = 2, L*(Q) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(u,v) 1200 :/Qu(:v)v(x)da:.

Exemple 1.2. La fonction f(x) = ;vé—i-l est dans L*(R). En effet, on a

1 1
2 _ _ .
/Rf(x) dx—/]Rl+x2dm—aE{rio 1+x2dx

b—+oo
a

: b
= lim [arctanz],
a—r — 00
b—+o0

T T
=+ 7=7m1m<00.

2 2

Quelques inégalités utiles

Soit 1 < p < o0, on désigne par p’ 'exposant conjugué de p i.e

Théoréme 1.8. (Inégalité de Young) Soit a,b >0 et p € |1,00[. Alors,

a? P
ab < — + —-.
p p

Preuve . On a la fonction log est concave sur |0, o00],

1 1 1 1 /
log (—a”—l— —,b”) > —loga’ + — logb” = logab,
p p p p

d’ou le résultat. ]

Lemme 1.1. Pour tout p > 1, on a

(a+ b <2071 (a? +bF), Va,b>0.

12
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Preuve . On a ] )
(a+b)P = 2p<<§(a—|—b)> )

Considérons la fonction v, définie sur RY par

on a
/ "

vp(z) =p" Y, v(2) = plp —1)2"2,
pour p > 1 on a v, (z) > 0 donc v, est convexe donc, pour tout 21, 2 € R on a

1 1 1 1
Vp(?l + §Zz> < (1) + 5vp(2).

Avec cette inégalité, on a
oo = #((ho )
o (%(ap )

201 (a? 4 bP).

IA

A

Théoréme 1.9. (Inégalité de Hélder) [4] Si1 < p < oo et f € LP(Q), g € LPI(Q) alors
fge LY Q) et

| lr@at)|az < 171, lol-
Sip=p =2, on obtient Uinégalité de Cauchy-Schwarz.
Théoréme 1.10. LP(Q2) est un espace vectoriel et ||.||, est une norme pour tout 1 < p < oo.

Preuve . Les cas p = 1 et p = oo sont évidents. Supposons que 1 < p < oo et soient f, g € LP(12),
on a :

[f(@) + g(@)[" < ([f(@)] + |9(2)])P < 2°(|f ()" + [g(x)["),
par conséquent f + g € LP(Q2), d’autre part on a

£+ 9l = [ 1 +aP 17 +gldo < [ 17+ gl ldo+ [ 1F + 9P gl
Q Q Q
or |f+ g[P~' € LP(Q) et grace a l'inégalité de Holder on obtient

Lf =+ glly < ILF+ glp~ 1A+ 11F + glp gl
d’ott
1F+ gl < 171+ llgllp,

cette inégalité s’appelle I'inégalité de Minkowski.
Soient o« € Ret f € LP(2). On a

[laf@ras=lap [ @) de < oc,
Q Q
donc aof € LP(Q2). D’apres les propriétés précédentes on déduit que I'espace LP(2) est un espace

vectoriel.
L’application || - ||, : f + || f]|, est une norme sur L?(§2). En effet, on a

13
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L. |Ifll, > 0 pour tout f € LP(2).

2. |af|l, = ||| fll, pour tous f € LP(§2) et o € R.

3. L'inégalité de Minkowski donne || f + g|, < [[f]l, + [lg]l, pour tous f,g € LP(€).
4. |fll, =0« f =0 pour tout f € LP(Q).

Lemme 1.2. (Lemme de Fatou) [4] Soit (f,)nen une suite de fonctions de L'(Q2) telle que
- pour chaque n, f,(x) >0 p.p. sur 2,

- sup/an(;E) dzr < co.

Pour chaque x € Q) on pose

f(x) = liminf f,(2),

n——+0oo

alors [ € LY(Q) et
/f(w) dxﬁliminf/fn(x) de.
Q Q

n—o0

Théoreme 1.11. (Convergence dominée dans LP(Q2)) [17] Soient p € [1,00[ et (fn)nen une
suite de fonctions de LP(Q2). On suppose que

1 fule) = f(2) pp. sur Q,
2- il eziste une fonction g € LP(Q) telle que pour chaque n on a
()] < g(2) p.p sur .
Alors f € LP(Q) et f,, — [ dans LP(Q)(c’est-a-dire || f, — f]l, — 0).
Théoreme 1.12. (Fischer-Riesz) L*(Q) est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.

Preuve . Cas 1 : Si p = o0.
1. Soit (fy)nen une suite de Cauchy de L>*(Q2). Pour k,m,n > 1, on définit :

Ap = {2 € Q| fu(@)] > || filloo },

B =A{x € Q,[fm(x) = fu(@)] > S = falloc

Par définition de la norme infinie les ensembles Ay et B,,,, sont de mesure nulle, on en déduit
que

mes(E) < Z mes(Ag) + Z mes(Bpm) = 0.

2. Sur Q\ E,on a:
sup |fn - fm| < an _fm“om

zeQ\E

c-a-d, (fy)nen et une suite de Cauchy uniforme sur Q \ E.
En particulier, pour tout x € Q \ F, la suite (f,(x))qen est une suite de Cauchy réelle qui
converge car R est complet. On note f la limite ponctuelle de f,, sur 2\ E. On a

fale) = (@) = lim | fo@) ~ fu@)] < Y |fo — fullc

Comme (fy,)nen est de Cauchy dans L*(£2), pour tout € > 0, il existe un rang N, tel que
pour n,m > N, || fn — fimlleo < €. Alors pour n > N,

sup |fu(z) = f(z)| <e.

z€Q\E

Donc (fn)nen converge uniformément vers f sur Q \ FE.

14
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3. En posant f =0 sur E. Pour n > N. et x € Q\ F, on a

[f@)] < fal@)l +& < |l fallee + 6,

on en déduit que || flloo < [|fulloo +€ < 00, done f € L®(Q). Ainsi L™®(Q) est complet.
Cas 2:Sipe[l, o0

1. Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans LP(£2). Par récurrence, on construit une sous-suite
extraite (fnk)keN de (fn)nen telle que pour tout k& > 0, il existe un ngy1 > ng tel que

n,m > nk:>ank+l - fnka <27

On pose
Z|fm+1 fm( )|

pour tout £ > 0, on a

||gk||p—HZ|fm+1 ~ Fu@)]|

D’apres l'inégalité de Minkowski,

k
p< Y 27 <,
=0

D’apres le théoreme de convergence monotone, on en déduit que gi(x) converge p.p. sur
vers une limite finie noté g(x) avec g € LP(Q2).
D’apres le lemme de Fatou, on déduit que ||g|, < 2.

k
||ngp < Z ||fm+1 - fnz
1=0

2. La suite (gy)ken est une suite croissante de fonctions intégrables, positives et telles que

Sup/gidx < 2P < 0.
keN Jo

Par le théoreme de convergence monotone on obtient

Sup gx < oo p.p sur {2.
keN

Plus précisément, il existe E tel que mes(F) =0 et

S [(Fun (@) = fo ()] < 00 sur Q\ E.
1=0

D’autre part, on a évidemment :

Jui(2) = fuo (@) + (fnﬁl( ) = fo(z)),Vz € Q.

On définit
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Puisque f,, () — f(z) p.p sur Q et que |f,, (z)] < |fn,(2)] + g(z) p.p sur , le théoreme
de convergence dominée dans LP(£2) 1.11 montre que f € LP(2) et || fn, — fll, — 0. Enfin,
comme (f,,)nen est une suite de Cauchy dans LP(£2), on en déduit que || f, — f|l, — 0. En
conclusion LP()) est complet.

Le tableau suivant résume les principales propriétés des espaces LP(£2)

Réflexif | Séparable Espace dual
P /
Ly oui oui LP ()
l<p<oo
L) non oui L>=(Q)
L>(Q) non non contient strictement L'(£2)

Définition 1.13. On désigne par D(Q2) l'espace des fonctions C*°(Q) a support compact dans ) :

D(Q) = {f € C™(Q) : supp(f) borné, supp(f) C Q},

ou supp(f) = {z € Q: f(z) # 0}.

Exemple 1.3. Dans R la fonction définie sur |—1,1[ par p(z) = e T et sur R\]—1,1[ par
¢o(x) = 0 appartient a D(R), son support est [—1,1].

Définition 1.14. Une distribution T sur §2 est une forme linéaire continue sur D((Q)
(D'(2) est le dual topologique de D(2))

Théoréme 1.13. (Densité) [4] L’espace D(Q2) est dense dans LP(2), V1 < p < 0.

Théoréme 1.14. (Comparaison entre les espaces LP(()) [6]
Supposons que

vol(Q2) = / dz < oc.
Q

Alors
1) ||v||Lp(Q) < (UOl(Q))EiEHUHLq(Q), Yo e L1(Q).
2) m ol = [ollimi@y, Yo € L%(0).

3) Supposons que, pour tout 1 < p < oo, on av € LP(Q), et qu’il existe une constante C
telle que ||v||Lr) < C. Alors v € L>(2).

Ici et partout dans ce mémoire, £ — I, pour (E, ||.||g) et (F, ||.|[r) espaces normés, signifie
E C F avec l'injection continue, c’est-a-dire, il existe une constante C' telle que

lullr < Cllullg, Yu e E.

En outre, on écrit E = compacte F' i de toute suite bornée dans E, on peut extraire une sous suite
qui converge dans F'.

16
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1.3.2 Espace de Sobolev H'(Q)
Définition 1.15. L’espace de Sobolev H'(Q) est défini par

Hl(Q) = {U € LQ(Q)|391’927 - 09d € LQ(Q)7 tels que

/uago dx:—/gigodx, Vo e D(Q), VYi=12,.,d}
Q Q

(9:{;1-
Pour u € H'(Q) on note
ou ou Ou ou
= G t = a 49 T4y = du.
ox; g et Vu (8931 0s axd) gracu

L’espace H'(€2) est muni du produit scalaire

L ou o
(u, v) 1) = (u,v) 200 + (—,—> :
e ro 2 Ox; 0% ) p2(q)

i=1

La norme associée

T ou |? :
||u||H1<Q>=(||u||%z<m+Z - ) ,
i=1 t1L2(Q)
qui est équivalente a la norme
d
ou
lullo =l + 3| 5|
i=1 tllL2()

Exemple 1.4. Soit Q =0, 2[ et soit la fonction affine par morceau

u(z) = {x si x €]0, 1],

2—x sizell2]
Cette fonction n’est pas dérivable au sens classique en x = 1, cette fonction est dans H'(S)). En

effet, on doit montrer que u € L*(Q),u' € L*()
et

/Qu(x)go/(x) dz = —/ng(x)u'(x) dz, Vo € D(Q).
On a
/Q|u(x)|2dx = /01x2d:r—|—/12(2 — )’ de = [%3};—1— [% —2x2+4xﬁ = § < 0.

D’otu € L*(9).
De plus, pour tout ¢ € D(2), on a

/Qu(x)gol(x) dz = /02 (@) (z) do = /01 v (2)dz + /12(2 — ) (x) da,

on integre par parties, on obtient

1

/Qu(a:)go’(x) dz = [xcp(x)}; — /01 pdx 4+ [(2 - x)@(x)} ’ + /12 o(x)dx

17



CHAPITRE 1. QUELQUES OUTILS MATHEMATIQUES

= o)~ [ wwrar— o+ [ )i

= [ e [ o]

_ —[/021;(:10)(,0(@ d].

ot la fonction v(z) est donnée par
1 ) 0,1
-1 sixzell,2]

D’ot v/ (z) = v(x). Montrons que u' € L*(Q), en effet

2 1 2 ] 5
/ v/ (z)|? dx :/ v/ (z) ] dz :/ 1dx—|—/ ldzx = [:L} + [a:] =2 < o0,
Q 0 0 1 0 1
d’ot  u' € L*(Q). On en déduit que u € H' ().
Théoréme 1.15. L’espace H () est un espace de Hilbert.
Preuve . Soit (u,) une suite de Cauchy dans H'(f2), c’est & dire
Ve>0,IN €N telque Vn,m >N, ona ||u, — un|m@o) <e

En d’autre terme

n

[un — Um||%11(9) = [lun — Um”%mz) + Z
=1

ou, Ou,, 2

< €.
L2(Q)

Oun
ox;

Iexistence d’une fonction u de L?(2) limite dans L?(€2) de la suite u, et une fonction v; de L?(£2)

limite dans L%(€2) de la suite (gun)
x

i

D’ou les suites (uy,) et ( ) sont de Cauchy dans L*(€2), qui est un espace complet, il en résulte

: . Ou
lim u, =u et lim —— =uv;, dans l'espace L*(12).
n—o00 n—oo 0T;

L’injection de l'espace L*(€2) dans I'espace D’'(2)
L*(Q) = D'(Q),

au") vers v; dans D'(Q).

assure la convergence de la suite (u,,) vers u ainsi que la dérivée (
i

L’opérateur de dérivation étant continu dans D’(£2), alors

Op ou

n—o0

lim <%,cp> = JLIEO—<un, 2_;0> = —< lim wu,,

D’ou, on obtient

du, 0
f;;i — 3;1' =v; dans D'(Q),
et en vertu de l'unicité de la limite dans 'espace D'(£2), on a
ou
=; € L*(Q).
oz, " ()
D’ou la convergence de (u,,) vers u dans H'(). |

18



CHAPITRE 1. QUELQUES OUTILS MATHEMATIQUES

Théoréme 1.16. [4] L’espace H'(Q)) est un espace séparable et réflexif.
Théoréme 1.17. (Injection de Sobolev) (6]

1) Sid > 2 alors H'(2) < L) pour tout q € [1,p*] ou

gl»—* _*

1
Pt 2
2) Sid=2 alors H'(Q) — L) pour tout q € [1,+o0].
Remarque 1.3. D’aprés le théoreme de compacité de Rellich-Kondrachov (voir [6]), on a que la
premiére injection est compacte pour tout q € [1,p*[. De plus, la deuziéme injection est compacte.
En particulier H'(Q) C L*(Q2) avec l'injection compacte.
1.3.3 Espace de Sobolev H} ()

Définition 1.16. On définit Uespace H}(Q) comme étant Uadhérence de D(Q) dans (H(2), ||| a2 (a))
(Uadhérence dans H*(Q) muni de sa norme ||.|| g1 (o))

H(Q) = {pe D@} @,

i.e Hy(Q)={veH(Q):Ve>03peD);|v—olma <t
Théoréme 1.18. (Inégalité de Poincaré) [4] Il existe une constante cq > 0 telle que
Vo € Hy(Q); vllz2(@) < cal Vol 2,
ol cq ne dépend que de Q0 (ce résultat est évidement faux dans H*(Q) : prendre v = 1).

Définition 1.17. Le dual de l’espace de Sobolev HY () est appelé H™1(Q) on note

(L @) —1@),m10) = L(9),
le crochet de dualité entre HJ(Q2) et H1(L).
Remarque 1.4. On a les inclusions avec les injections continues et denses

HY(Q) € LA(Q) C HY(Q).
1.3.4 Espace de Sobolev fractionnaire H*({?)
Définition 1.18. Soit 0 < s < 1, on définit l’espace

H(Q) = {u e (@), M) =W o Q)}

|z —y|2

Ju(z) — uly)® :
He () /|u|2dx+// |x— |d+25 d dy> :

Proposition 1.4. [6] Soient 0 < s < s < 1, et u: Q — R fonction mesurable. Alors

ou C'=0C(d,s,2) > 1,

muni de la norme

lul

He' (9)

c’est a dire HSI(Q) — H*(Q). De plus, cette injection est compacte.
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1.3.5 Trace des fonctions des espaces de Sobolev

Théoréme 1.19. [17] Il existe une unique application linéaire continue vo : H'(Q) — L*(09) qui
prolonge lapplication de restriction u — waq définie sur le sous espace dense C(Q).

Remarque 1.5. 1) 7 appelée application trace, son image notée H%(ﬁQ), c’est a dire il s’agit
d’espace de Sobolev d’ordre fractionnaire i.e,

H7(09) = 70(H' () = {70(u),u € H'(Q)}.
2) La continuité de ’application trace s’écrit :
3C >0, Vv e H(Q), |v®)|z200 < Cllvllm@-
3) Le noyau de 'opérateur trace est H(Q) c’est a dire,
Hy(Q) = {p € H'(Q),70(p) = 0 sur 0Q}.

4) Formule de Green

Vu, v e H'(Q), / auv dx:—/uav dx—i—/ Yo(u)yo(v)n; dY,
Q o O 20

€ €

ot (n;)i=1....a sont les composantes de n avec n est le vecteur unitaire de la normale extérieure
a 0f).

5) Pour tout uw € H(Q) et v € (HY(Q))4 on a (voir [3])

77777

/Qudiv(v) dx+/9v-Vu dx:/m%(u)(%(v)-n) dy.

ot v - n est le produit Euclidien du vecteur v = (vy, ...,vq) et n.
La divergence de v est un scalaire défini par

d
81}1»

div(v) = tr(Vv) = Z o

Théoréme 1.20. [14] Soit % < s < 1. Alors, il existe une unique application linéaire continue

v HY(Q) — H2(09)

v = 71(v) = v,

tel que

() [yt S C Ml 0 [0 -

Ho 3 (

1.3.6 Espace de fonctions nulles sur une partie du bord de ()

On définit
HE () ={ue H(Q), u=0sur Ty},

ou 'y est une partie de 9€2. On suppose I'y de mesure non nulle mes(I'y) = |I'g| # 0.
L’espace H} () est fermé dans H'(Q2). On donne l'inégalité de Poincaré généralisée.
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Théoréme 1.21. [16] On suppose que mes(I'y) > 0 alors
30 > 0, ||u||L2(Q) g CHVU||L2(Q), Yu € Hrl‘o(Q)
Maintenant, on a I'inégalité de Korn suivante

Théoréme 1.22. (Inégalité de Korn) [15] Il existe une constante Cx > 0 (appelée constante
de Korn) telle que pour tout u € (H%O(Q))d, on a

lull12 < Cklulia,

ou
s = ( / Vuldz)?,
Q
s = ( / D(w)Pda)"?,
9]

avec D(u) est le tenseur des taux de déformations donné par
1 t
D(u) = é(Vu + (Vu)"),

et |.| est la norme euclidienne.

Dans la théorie des équations d’évolution, il y a lieu de faire jouer en général des roles distincts
a la variable temporelle et aux variables d’espace, et donc on rencontre en particulier des espaces
de fonctions a valeurs vectorielles suivants :

1.3.7 Espaces LP(0,T; F)

Définition 1.19. Soit E un espace de Banach et T un réel strictement positif. Pour p € [1,400],
on note LP(0,T; E) l'ensemble des fonctions Lebesgue mesurables définies sur

10, T et a valeurs dans E, telles que t — ||f(t)||% est intégrable sur ]0,T[. C’est un espace de
Banach pour la norme

1 fllzoo,7,m) = (/OT Hf(t)ugdt);’,

De méme fagon, pour p = +o00, on définit un espace de Banach L*°(0,T; E) muni de la norme

| fllz=0,r,2) = sup ess||f(t)| &
t€]0, T

Remarque 1.6. 1) Si E s’injecte continument dans F', LP(0,T; E) s’injecte continument dans
LP(0,T; F).
2) La plupart des propriétés rencontrées dans le cas a valeurs réelles sont encore valables

moyennant des hypothéses convenables sur E (E réflexif, ou bien E séparable). Par exemple,
si B réflexif et si 1 < p < oo alors LP(0,T; E) est réflexif .

Définition 1.20. (Dualité) Soient p et p deuz exposants conjugués, p € [1,+oo[. Le dual de
LP(0,T; E) est LP (0,T; E").
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Lemme 1.3. (de Lions-Aubin) 23] Soient By, B, By trois espaces de Banach avec By C B C By,
on suppose que l'injection By — B est compacte et celle B — By est continue, soit 1 < p < oo et
1 < q < o0. On suppose que By et By sont réflexifs et on définit :

W = {u € LP(0,T; By) tel que = L0, T; Bl)},
alors, W est un espace de Banach réflexif pour la norme
lullw = lulloo.r:50) + 1t | ao.r:5,),
et W = compacte LP(0,T; B).
Définition 1.21. Soit E un espace de Banach et T' un réel positive, on définit [’espace
C([0, T, E):={¢:[0,T]| = E | ¢ continue}.

Lemme 1.4. (de Simon) [22] Soient X, X, X trois espaces de Banach tels que, lmjection de
Xo C X est compacte. Si F est borné dans LP(0,T; Xy) ot 1 < p < 400, et % = {8t’ ferF}
est borné dans L*(0,T; X,). Alors F est relativement compacte dans LP(0,T; X).

Si F est borné dans L(0,T; Xo) et 9 est borné dans L"(0,T; X1) our > 1, alors F est relativement
compacte dans C([0,T]; X).

1.3.8 L’espace H'(0,T; E)
Définition 1.22. Soit E un espace de Banach et T un réel strictement positif, on définit [’espace

ou
ot

/OTung/ dt — /OT %gbdt,w) c D(o,T)},

HY(0,T;E) = {u c L*(0,T; E), € L*(0,T;E), telle que

muni de la norme

lullero.7.m) = llull 2,78 + H HL 2(0,T3E)>
ou la norme équivalente

ou
|l 10,0 = (||U||L2(0TE) + 15 ot 172 OTE)) :

N|=

Théoréme 1.23. [7] L’espace H'(0,T; E) est un espace de Hilbert.

1.4 Théorie des équations différentielles ordinaires

1.4.1 Théoreme de Carathéodory

Définition 1.23. (fonction de Carathéodory) Soient I un intervalle quelconque de R, D un
sous ensemble quelconque de R™.
Soit f I x D — R telle que :

(i). pour tout x € D, f(.,x) est mesurable en t,
(ii). p.p .tout t € I, f(t,.) est continue en x,
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(iii). pour tout compact K de D, il existe
Mg:I —-R"
t— MK(t),

intégrable sur I telle que :
| f(t,2) |< Mk(t) (t,z) €l x K,

alors, la fonction f est dite de Carathéodory sur I x D.

Théoréme 1.24. [5] On consideére le systéme :

{Z_f = f(t,l‘),

I(to) = Xy,

ou la fonction f est définie sur R = {(t,z):|t —ty |< aet]| z—x¢|< b}
St f satisfait les conditions de Carathéodory sur R, alors ce systéeme admet au moins une solution
locale z(t, to, o).

1.4.2 Lemme de Gronwall

Lemme 1.5. (de Gronwall) Soient o, et y trois fonctions continues sur un segment [a,b], a
valeurs positives et vérifiant l'inégalité

dtelatl ut) <o)+ [ ol ds
Alors, . )
Vi€ [a,b], y(t) < w(t)+/ @(S)w(S)exp(/ ¥(u) dU> ds.

t
Preuve . Posons F(t) = / ¥(s)y(s)ds. En multipliant les deux membres de 'inégalité donnée

en hypothese par 1(t), on obtient
F(t) = () F (@) < p(t)(t),

ce qui s’écrit aussi

G'(t) < p(t) ¥(t) exp /1[1 ds avec G(t) = exp /77/} ds

Comme G(a) = F(a) =0, on en déduit, par intégration
t s
6(1) < [ ety vts)ean( - [ wlwydu)as

(1) < ol0) + GOern( [ 016)35),

d’ou le résultat en utilisant 1'inégalité ci-dessus. [

Or par hypothese,

Corollaire 1.3. [13] Soient ¢ et y : [a,b] — RY deuz fonctions continues vérifiant

de>0, Vtelab], y(t) < c—i—/w
Alors,
¢
Vt € [a,b], y(t) < cexp(/ (s) ds).
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1.5 Un peu de calcul différentiel et convexité

1.5.1 Différentiabilité

Soient X, ) deux espaces vectoriels normés, on désigne par f une application définie sur une
partie U de X a valeurs dans )). On supposera que U est ouvert.

Définition 1.24. (Dérivée directionnelle) On dit que f a une dérivée directionnelle
en xg € U, (ici U n'est pas forcément ouvert) dans la direction h € X si, pour t > 0 suffisamment
petit, xo +th € U et si la limite

f(aos ) = Jim, 2o+ th) = f(z0)),

existe.

Définition 1.25. (Gdteaux différentiabilité) On dit qu’une fonction f est Gateaux-différentiable
en xog € U si elle admet une dérivée directionnelle en xqg suivant toutes les directions h € X et si
l'application

he X — f'(xo;h) €Y,

est linéaire continue. On note f'(xy) cet opérateur. On a alors
Vh e X, f'(xo)h = f'(zo; h).

Définition 1.26. (Fréchet différentiabilité) On dit que f est différentiable (Fréchet différen-
tiabilité) en xq si il existe une forme linéaire continue L € L(X,)) telle que

f(xo+x) = f(xo) + Lx) + [lz]le(x),

ot €(x) : X — Y est une fonction qui tend vers 0 en 0.0n dit alors que L est la différentielle de
f en xo, on notera df (xq) cette différentielle.

Remarque 1.7. 1) Si f est différentiable en xq, alors elle est continue en xy.

2) Toute fonction différentiable au sens de Fréchet est différentiable au sens de Gateaux.

L’exemple suivant montre que la différentiabilité au sens de Gateaux n’implique pas la différen-
tiabilité au sens de Fréchet. Elle n’implique méme pas la continuité.

Exemple 1.5. Considérons la fonction f :R? — R telle que

1 siy=2a% etz #0,
0 six=0 ouy+# x>

f(%y):{

La fonction f est Gateauz différentiable en (0,0) et f'(0;h) = 0 pour tout h mais elle n’est pas
Fréchet différentiable en (0,0) puisqu’elle n’est pas continue en ce point.

1.5.2 Convexité

Définition 1.27. (Fonction convexe) Soit S un sous-ensemble non-vide convexe de R". Une
fonction réelle f définie sur S est dite conveze si pour tout (z,y) € S? et pour tout o € [0,1],

flaz+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y).
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Théoreme 1.25. Si f est Gateaux différentiable sur 'ouvert convexe S, alors les assertions
sutvantes sont équivalentes

1) f conveze sur S.
2) Pour tout x,y € S, f(x) 2 f(y) + (f'(y).z —y).
Preuve . On a

fly+a(z—y)) < fly) +a(f(x) - fv),

d’ou

fly+alr—y)) — f(y)

(0%

< fl@) = fy),
en passant a la limite quand o — 0™, on obtient

[z —y) < flx) — fy),

d’ou le résultat.
Inversement, on a

fw) = fly+alz—y)—a(f(y+alr—y),r—y),

et
f@) = fly+alx—y)+1—a)(f(y+alz—y),z—y).

On multiple la premiere inégalité par (1 — «) et la deuxiéme par «, on obtient

af(z)+(1—a)f(y) = fly+alz—y)).
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Chapitre

Modélisation mathématique du probleme de
Navier-Stokes et formulation variationnelle

Ce chapitre est consacré a 1’étude du probleme de Navier-Stokes instationnaire (ie., les
variables décrivant le mouvement dépendent le temps) qui décrivent le mouvement d’un fluide
incompressible (voir [2]) mais avec une viscosité constante et des conditions aux limites de Dirichlet
homogene et de Tresca. On donne les équations de conservation de la quantité de mouvement et
de la masse, la condition initiale et les conditions aux limites. Ensuite, on établit la formulation
variationnelle de ce probleme dont les inconnues sont la vitesse et la pression du fluide. Avec la
condition de Tresca on obtient que cette formulation est donnée par une inéquation variationnelle
parabolique.

2.1 Description du probleme
Soit w un sous ensemble ouvert non vide de R? avec une frontiere lipschitzienne continue.
On considere le domaine Q C R? donné par
Q= {(2,23) € R* 2’ € w,0 < 25 < h(z2)},
ot ' = (r1,79) € R% x = (2/,23) € R3. La frontiere de Q est 902 =Ty ULy, o
Ty = {(2,23) € Q, 13 = 0},
et B
Iy ={(2',23) € Qo3 =h(z)}UTy,
avec ['p est la partie latérale. On suppose que h est une fonction lipschitzienne continue et

Hmin, hmaz > 0, Bmin < h(@') < humas, V2! € R2.

1. La loi de conservation de la masse : Soit v(x,t) le champ de vecteurs vitesse & l'instant
t € [0, 7] des points & = (x1, x2, x3) € Q. L’équation de la conservation de la masse est
(voir [20])
dp

yr + pdiv(v) =0, dans Q x (0,7), (2.1)

olt p = p(z,t) est la densité du fluide au point z € Q & U'instant ¢ € [0, 7].

d
La dérivée particuliere ou la dérivée totale — est donnée par :

it
d 0
a_o 2.2
-tV (2:2)
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ou V est le vecteur gradient de composantes . (1=1,2,3).
xZ;
Avec la relation (2.2) 'équation (2.1) devient
0
v Vp+ pdiv(v) = 0. (2.3)

. La loi de conservation de la quantité de mouvement est donnée par (voir [20])

p% = div(o) + pf, dans Q x (0, 7), (2.4)

ou le vecteur f de composantes f; (i = 1,2,3) représente une distribution volumique de forces
extérieures, o est le tenseur des contraintes de composantes o;; (7,7 = 1, 2, 3).
En utilisant I’équation (2.2), I’équation (2.4) s’écrit

p (% +o- Vv> = div(o) + pf, dans Q x (0, 7). (2.5)

- 0 : D est le produit de deux tenseurs o et D défini par I’expression

3
o:D= Z aijdij(v).

1,j=1

Le tenseur des contraintes o d’un fluide newtonien (ie, viscosité constante ou qui ne peut varier
qu’en fonction de la température comme 1’eau, l'air et la plupart des gaz) s’écrit

ou

o =2uD(v) —pl, (2.6)

D(v) est le tenseur des taux de déformation de composantes

_ L (v | Oy

di;(v) ) . 1<ij<3. (2.7)

1 est la viscosité du fluide.
p est un réel appelé pression du fluide.

I est la matrice identité de rang 3.

Par conséquent, le tenseur des contraintes est une fonction linéaire du tenseur des déformations.
Si le fluide est incompressible, la masse volumique d’une particule de fluide incompressible reste
constante au cours de 1’écoulement elle est donc de plus indépendante des variables d’espace c’est
a dire p = py =constante. Il est méme loisible de poser py = 1, ce qui sera fait dans la suite.

Finalement, les équations générales de I’écoulement isotherme d’un fluide newtonien incompressible
sont données par le systeme suivant

dv +v-Vo=f+div(2uD(v)) — Vp, dans Q x (0, 7),
ot (2.8)
div(v) = 0, dans © x (0, 7).
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Ce systeme est appelé systeme de Navier-Stokes instationnaire.
Si on néglige le terme de convection le systeme précédent devient

% = f+div(2uD(v)) — Vp, dans Q x (0, 7),
div(v) =0, dans  x (0, 7).

Ce systeme appelé systeme de Stokes instationnaire.
De plus, si on se place dans le cas stationnaire on obtient les systemes suivants

v-Vu=f+div(2uD(v)) — Vp, dans ©,
div(v) = 0, dans €.
et
—div(2uD(v)) + Vp = f, dans €,
div(v) =0, dans €.

Dans ce travail, on étudie le probleme de Navier-Stokes instationnaire (2.8).

Conditions aux limites : Dans toute la suite, on désigne par u - v le produit scalaire de deux
vecteurs u et v et par |-| la norme euclidienne.

On définit respectivement les vitesses normale et tangentielle sur I'g par

vp=v-n=uvn; , vr=(0F)i<ics OU U = v; — VpNy, 1<i<3,
et les composantes du tenseur de contraintes normales et tangentielle sur I'y par
o, =(0-n) -n=oymn; , o =(07)i<i<s OU O = 0yNj — TpN;, 1<i<3.

On utilise ici et dans toute la suite la convention de sommation d’Einstein qui consiste a supprimer
la somme sur les indices répétés.
On suppose que la vitesse du fluide vérifie la condition de Dirichlet homogene

v=0 sur Iy x(0,7), (2.9)

et la composante normale de la vitesse sur la partie inférieure de la frontiere est donnée par

vpy=v-n=0 sur Tyx(0,7), (2.10)

la vitesse tangentielle sur I'y x (0, 7) est inconnue et satisfait la loi de frottement de Tresca
’UT‘ <l = vyr=0,
lor|=¢ = IA>0 telque wvr=—Aor, (2.11)

ou £ :[0,7] x 'y — R est le seuil de frottement de Tresca .
La condition initiale est donnée par

v(0,.) = vy, dans €.
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2.2 Formulation variationnelle du probléeme

La formulation variationnelle est une autre maniere d’énoncer un probleme physique réagi
par des équations différentielles ou aux dérivées partielles.
L’intérét de cette approche est de pouvoir disposer de concepts et des propriétés de 1’analyse
fonctionnelle en particulier ceux des espaces de Sobolev.

Le principe de la formulation variationnelle pour la résolution des équations aux dérivées
partielles est de remplacer ’équation par une formulation équivalente dite variationnelle ou faible,
obtenue en intégrant I’équation multipliée par une fonction quelconque, dite test et en utilisant la
formule de Green. Une solution de cette derniere est naturellement appelée solution faible.

On note
H'(Q) = (H'(Q))’,L(Q) = (L*(2))*.

Supposons que

p>0,f€L*0,7;L*(R)), 0 € L=(0,7; LT(Ty)), (2.12)

ou Lf(ro) = LOO(Fo,R+) et 7> 0.
Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel suivant

Vo={pcHYQ): ¢p=0sur 'y, p, =0sur [},
et
Vodiv = { € Vo : div(p) = 0 dans Q},
de plus

L3(Q) = {q€L2(Q):/ﬂqu:O}.

Pour la formulation variationnelle du probleme, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1. La condition de Tresca (2.11) est équivalente a la relation suivante :

lor| <, vy -or +Lvy| =0, sur Tgx (0,7). (2.13)

Preuve .
e Supposons que v vérifie la condition aux limites de Tresca .
> Si|or| < ¢, alors vy = 0, d’ou (2.13).
> Si|or| = ¢, alors il existe A > 0 tel que vy = —Aor, d'out

vy - o7 + Llup| = =A|or|? + Aor|? = 0.

e Réciproquement, on suppose que vy - o7 + Llvr| = 0.
> Si|or| = ¢, alors on a
vr - or = —|vr|lor],

d’ou l'existence d'un A > 0 tel que vy = —Ao7.
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> Si |or| < ¢, alors

—|vrllor| + {ur]
lvr| (€ = loT])
—_——

>0

0=vr-or +Lvr| >
=

donc |vr| =0, d’ou vy = 0.

Proposition 2.1. La formulation variationnelle du probléme fort (2.8)-(2.11) conduit au probleme
(P) suivant

Probléme (P) : Sous 'hypothese (2.12). On cherche
0
v € L2(0, 7, Vogin) N L2(0, 7, L2(2)), a—: € L3(0,7, Vour)),p € H1(0, 7, LA(Q)) vérifiant

pour tout ¢ € Vy et pour tout x € D(0, 1), 'inéquation variationnelle suivante

<%(U7 S0>’X>Df(o,7),p(o,f) + (0(v, v, 9), X)pr(0.1),000.) — (s div(#)); X)pr(0.7).0(0,7) (2.14)
+a(v, ox) + ¥ (v +ox) = () = ((f. ), X)pr(0r) D01
Avec la condition initiale
v(0,.) = vy € H, (2.15)
ott H est la fermeture dans L*(Q2) de I'espace

{p € (C™(Q))?: div(p) =0 dans Q},

(.,.) indique le produit scalaire dans L?(€2) et (., ) (0,7).D(0,r) Teprésente le produit dualité entre
D'(0,7) et D(0, 7).

a(.,.) : L*(0,7;V) x L*(0,7; Vo) — R
(u,v) = a(u,v) = /0 /QQMD(U) : D(v)dxdt
= /OT/QQ,udU(U)d”(U) dz dt,

et

U L2(0,7;L%Ty) — R
u \I/(u):/ / O|u| dz’ dt.
0 To

bZV()XV()XVo — R

La forme trilinéaire b est donnée par

c%j

b = [ un?

w; da.
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Preuve . Soient ¢ € Vy, x € D(0,7). On multiplie I'équation (2.8); par ¢y, et on integre sur {2,
puis de 0 a 7. En utilisant la formule de Green, on trouve

//(81}1 Vv )(%X )dadt = //%8 (pix) da dt
[ (Fomisa frmon)

Pour tout ¢ € V, on a

/a Uz‘jnj(%X)dy:/ oy (pix) da’
Q

To
Or o;n; = o, +opn; , et p;xn; = 0 sur I'y donc

/F aiini(pix) d’ :/F (pix) (o7 + onn;) da’ :/ wixor. dz’.
0 0

1)

/ /(8% (v- V)w) (cplx)dxdtJr/ /0”8 (o) dz dt
_/0 /Foaﬂ-(%x)dm’dt:/o /in(%x)dmdt.

On rajoute et on retranche du premier membre de I’équation ci-dessus le terme suivant

/ / i +v] — [o]) da’ dt.
0 To
On aura

/ /(av, Vv ) wiX dxdt+/ / d dt+/ /FO (lgix + v| — |v]) do’ dt
_/0 /Foaﬁ(goix)dx’dt—/o /F0£(|gpix+v|—|v|)dx’dt:/0 /in(gpix)dggdt‘

On pose

On obtient

A = /Oﬁ(wix)dw’+/ lox + ] — o) d’
To

1)
= [ lonlo +u) = oo+ lipx +ol - o] d',
0
En utilisant le lemme 2.1, on aura
A= /F o7 (pix +vi) + Lx + v] da’,
0
mais

o7 (pix +vi) > —|or|lex +v| > —ex + v, sur T

donc A > 0, on aura alors

/ /(3“1 Vo ) oix dxdt+/ /
+/0 /Foe<|wx+v|—|v|>dx'dtz/o Afi<¢ix>dxdt.
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En remplacant o;; par son expression, on obtient

//(avz Vv ) 0iX d:cdt+/ /2 diy(v >d &t
/ / ;;X dx dt+/ /Fo lox +v| — |v])dxdt>/0 /in(goix)dxdt.

[
D’ou le résultat.
2.2.1 Lemmes utiles
On considere les lemmes suivants
Lemme 2.2. [] existe a > 0 tel que
O‘HUHQHI(Q) < 2N/|D(u>|2 dz < M*||U||2H1(Q)a Yu € Vo, pour p.p t € (0,7).
Q
Preuve . On a
2
2u/|D(u)|2dx = 2u/ —Vu+ - (Vu) dz
Q Q
2
< 2u/ (— |Vu| + = ‘(VU)T|> dx.
0 \ 2 2
D’apres la convexité de la fonction Z — 22, on a
1 1
2u/|D(u)|2dx < 2/1/ (—]Vu]2+—](Vu)T\2) dx
Q a \ 2 2
< [ (FuP +(T0) ) do
Q
et de
Vul = > |0l
1<i,j<3
= D 10wl =(Vu)"P,
1<i,j<3
ou on note indifféremment 82 ou 0;, on obtient
2,u/|D(u)|2d:B < 2u/|Vu|2dx.
Q Q
Donc
o [ 1D ds < il oy
ou u* = 2pu.
En utilisant I'inégalité de Korn (voir le théoreme 1.22), on obtient
Ja >0, 2,u/Q|D(u)|2da: > a||u||?{1(ﬂ)
[
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Lemme 2.3.
<Nullgp@yllvllmgy »  Vu,v € H(Q). (2.16)

/Q D(u) : D(v)da

Preuve . En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et Minkowski, on obtient

/Q D(u) : D(v) da /Q dis () diy (v) o

< / iy ()] |di; (v)] da

SA(ZWU(“)F) (Z|dij(v)|2> dz

ij=1 ij=1

3 5/ 9 3
< / (D@-W) (ijviﬁ) de,
Q N\ =1 i=1

d’ou

< (|Vul? dx)% (|Vv]?* dz)

/QD(U) . D(v) dz

< Julle @) 1vllar @)

Lemme 2.4. L’application ¥V est convexe et continue.

Preuve .

1. ¥ est convexe c.a.d, pour tous uy,uy € L*(0,7; L*(T)), pour tout A € [0, 1],

Uy + (1= Nug) < AP (uy) + (1 — AT (up).

En effet,
U(Aug + (1= Nug) = / / O Auy + (1 — Nug| dz’ dt
0 Jrg
< / / Mun| + (1 — A)Jus| da’ dt
0 Jrg
§)\/ / ﬁ]ul\dx’dt—l—(l—)\)/ / O|ug| da’ dt,
0 F() 0 1—‘0
d’out

U(Auy 4+ (1 — Nug) < A (uq) + (1 — X)W (ug)

2. ¥ est continue. En effet, on a

W (u) = ¥(o)| =

//£(|u|—|v|)dx’dt
0 Ty
//€|u—v|dx'dt.
0 To
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En utilisent les inégalités de Cauchy-Schwarz en temps et en espace on obtient
W (u) — ()| < 1€]lr2(0.m22mop v — vl 20,7120
donc W est lipschitzienne d’ou ¥ est continue. [ |

Lemme 2.5. Pour tous u,v,w € Vy, on a

b(u, v, w) = —b(u,w,v) — / div(u)v - wdex.
Q

Preuve . On a,

ov;

'LLZ'—J

0
= —/Qv]a—xl(ulw])dx

+ / U; VW5 dy
o0

blu,v,w) = wj dz

Sachant que w = 0 sur I'y et u-n = 0 sur [y le terme / wvjwingdy = 0, d’ou
a0

b(u,v,w) = —/ auiwj dz

Vst
Q ]a%‘

—/vjui% dx
Q Oz;

= —/ d’w(u)v ~wdx — b(u7w7v)’
Q
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Chapitre

Résultats d’existence pour le probleme (P)

Dans ce chapitre, on montre l’existence de la vitesse et la pression solutions du probleme (P). Pour
cela, on commence par régulariser la condition aux limites de Tresca, pour obtenir une suite de
problemes approchés (P.) de type Navier-Stokes dont on démontre 1'existence de solutions, par la
méthode de Galerkin en utilisant une pénalisation de la divergence de la vitesse.

3.1 Problemes approchés

La formulation variationnelle du probleme nous a donné une inéquation variationnelle a cause de
la condition de Tresca impliquant la fonctionnelle W, qui est convexe et continue (voir lemme 2.4)
mais n’est pas différentiable.

Alors, on procede par régularisation du probleme (P) pour transformer l'inéquation variationnelle
(2.14) en une équation et pouvoir appliquer par la suite la méthode de Galerkin pour I’étude de
'existence des solutions du probleme (P). Pour traiter ce probléme, on va approcher ¥ par une
famille régularisante (V.).~o définie par

U (u) = /0 /r 0/ + |u|?da’ dt, vu € L*(0,7;L*(Ty)).
0

Lemme 3.1. On a U, est différentiable au sens de Gateauz sur L*(0,7; L*(Ty)), ot
U (u) € (L*(0,7; L*(Ty)))" = L?(0,7; L*(Ty)), pour tout u € L*(0,7; L*(Ty)) donnée par

<xp;(u),w>:/ / — 20 g d, Yw e LX0,7; IA(TY)),
0o Jro \e2+|ul?

ot (-,-) désigne le produit scalaire dans L*(0,7; L*(Ty)).
Preuve . Montrons que

= (VL (u), w),

[
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et cette forme est linéaire est continue en w. En effet

U, (u+tw) — // \/52+\u—|—tw|2 \/L>€2—|—|u|2
t To

2 _
/ / (g2 +\u+tw| g2 + |ul?) 4o dt
o ( ;

82 + lu+twl? 4+ /2 + |u|2)

// (w4 2u - w) 4o’ db.
\/€2+|u—|—tw|2—l— €2 + |ul?

On a,

\/a2+\u+tw|2+ €2+ |u

T 2 T 2
f/ / flw da’ dt gf/ / P g
0 JTo ( ; |2) 0 Jro €2+ |ul?

d’ou

T 2
lim f/ / ak de’ dt = 0.
t—0t o Jry < ~

\/52 + Ju+tw|? + /e + |u|2)

D’autre part, pour presque tout z € €2, on a

u-w u-w

s
~ i 2 2
<\/52 +ut+ fwf? + /€2 + |u|2> s Vel

2/

On a aussi,

u-w ’ lu - wl
\/52+]u+fw\2+ 2+ p| Vet

< 24 w| € LY(Ty).

2/

D’apres le théoreme de la convergence dominée, on obtient

/ 2/ Z d! — [ 0———2
To (/e 4 Jutiw)+ 2+ 0TI Ve ful?
De plus, on a

u-w
/ 20 A a'| < 218l leollzes) € LH0, 7).
Lo \/52+|u+tw|2+ £2 + |ul?

Par le théoreme de la convergence dominée, on a

//M o d'dt — | ] e d’dt.
o 62—|—|u—|—tw|2+ 2+ uf? =0t Jo Jr €2+|u|2

36




CHAPITRE 3. RESULTATS D’EXISTENCE POUR LE PROBLEME (P)

Donc .
. U (u+tw) — P (u
lim o A) -(v) = (V. (u),w).
i—0+ t
De plus, on remarque que cette forme est linéaire et continue en w. [ |
On considere la suite (ve)eso telle que
Voo —ve—s0 Vo fortement dans H, (3.1)

et on approche le probleme (P) par les problemes (FP.),e > 0 suivants :

Probleme (Pg) : On cherche

v,
ot
)

Vs € LQ(O,T; Vodiv) N L>(0, 7; L2(Q)), € L%(O, 7; Vodiv)'), pe € H_I(O,T; LS(Q)), vérifiant

pour tout ¢ € Vg et pour tout x € D(0, 1), 'équation variationnelle suivante

d .
< o (Ves ), X> + (b(ve, Ve, ©), X) D1 (0.7).D(0.7) — ((Pe, div()), X)r(0.1)D(0,7)
D/(0,7),D(0,7) (3.2)

+ a(ve, ox) + (PL(v:), ox) = ((f,©), X)D'(0,7),D(0,7)

avec la condition initiale
v:(0,.) = v € H. (3.3)

Maintenant, on se place dans des espaces ne sont pas a divergence nulle . La méthode de pénalisation
de parametre delta nous permet d’avoir un meilleur apercu sur le lien entre la vitesse et la pression.
Plus précisément, on pénalise la condition de la divergence nulle en remplagant la pression par

1
Pe = o div(vg)

Un second terme est ajouté pour des raisons techniques (voir plus bas (3.14)). Cette idée est
proposée par J. L. Lions [18]. Pour cela on considére le probléme variationnel pénalisé (P°), & > 0,
0 > 0 suivant

Probleme (P&fS ) : Trouver

5
w0 e L2(0,7; V) N L™ (0,7 LQ(Q)) , 05;6 e L3 (0,7;(Vo)),

de sorte que, pour tout ¢ € Vy et pour tout x € D(0,7), on a

d 1 ,
<%(US7 30)7X> + <b(vgavg’SO)JX>D/(()?T),D(O,T) + 5 </ Ug dlv(”?)¢dx’X>
D’(0,7),D(0,7) Q D’(0,7),D(0,7)

+ = < div(v?), div(p ))7X>D/(0,T)1D(O,T) +a(vl, ox) + <\I’/ 90X> ((f, ), >D’ (0,7),D(0,7)

(3.4)
avec la condition initiale
v2(0,.) = vd, € LA(Q), (3.5)
et on suppose que la suite (v9,)s-0 satisfait
vy =50 Vo fortement dans  L*(Q). (3.6)
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3.2 Existence de solutions du probléme pénalisé (P°)

On étude d’abord D'existence d’une solution faible pour le probleme variationnel pénalisé (P?), en
utilisant la méthode de Galerkin. Comme V, est un sous-espace fermé de H'(Q), elle admet une
base hilbertienne (w;);>1, qui est orthogonale pour le produit scalaire de H' (1) et orthonormée
pour le produit scalaire de L*(€2). Alors, pour tout m > 1, on cherche une fonction v°,, donnée par

= By, Ve 0.0, vren, )

tel que, pour tout k& € {1,...,m}, on a

5
(8;}; w )—l—b( Vs gm,wk)—i-%/vgmdiv( ) Wi dx + = 5 (dw( ), div(wy))
Q
5 (3.8)
+ / 2D ) D(wy)da + [ £ Cem | Dk = (f,wy) p.p dans (0, 7),
0

_em R 4y
ro &2+ v, |?

avec la condition initiale

v (0,.) =10 (3.9)

em em0>

ot v°  est définie comme la projection orthogonale de v, dans L*(2) sur Vect{w, ..., w,,}.

Pour tous ¢, j, k € {1,...,m}, on note
Fk = (f? wk) € L2(07T>7
et

Ay = / 210 D(w;) : D(wy)dx € L°(0,7),  Biyp = bws, w;, wy) € R.
Q

En remplagant v, par son expression (3.7) dans I'équation (3.8) et en utilisant I'orthonormalité
de (w;);>1 dans L?(€2), on obtient

(gsk + Z gE_] gez BZ] k + 3 Z gsz gsj / Wi dZU(U)]) Wk dl’ + 6 Zgaj d“}(w]) d“)(wk))

zgl 7,]1

L gejW;) - W
ro \/

‘Z =1 gE]w]

dZL‘/ = F, Vk € {1, ,m}

On peut écrire ce systeme différentiel comme suit

(92) =G(t,90), (92) = (92))1<i<m;

92(0) = g%,

ou G satisfait aux hypotheses du théoreme de Carathéodory (voir théoreme 1.24). En effet,

(1) Comme ¢ € L>(0,7; LL(Ly)) , Fy, € L*(0,7), alors la fonction G est mesurable en t pour
tout g0 € R™.

(2) La fonction G est continue en g sur R™, pour presque tout ¢ € (0, 7) car elle est combinaison
de fonctions continues.
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(3) Soit K un compact de R™. Par définition de compact sur R™, K est borné, alors il existe
une constante C' > 0 telle que

192, < C, Vk € {1,....,m},

d’ou
m

|Gk(t gs)‘ = ’Fk - Z gs] gaz 1,5,k = Z gsz gE] / W le(U)J Wi dl’ - Z le w] dlv(wk))

3,j=1 1,j=1 Jj=1

1 gsj w]) * Wy

- Zggj ik —/ dx’\
%‘2

)Z] 1 gE] wj

< |Fi| +

Z gaj gez 0,5,k

4,j=1

Z Gei gE] / W le(w]) Wy dz

1,j=1

/ ’ (Z?; 9z; wj) - Wk ,
To

- dz
\/52 —+ ‘Z;nzl ggj wj
/wi div(w,) wy do
Q

Z geg ]k

dej (div(w;), div(wg))

7=1

m 1 m
2 2
<|Fy|+C Z|Bz‘,j,k|+§c >

,j=1 1,j=1

1 m . . m )
+3 C;de(wj), div(wy))| + c;\Ajk| + /F {wy| da’.

On en déduit P'existence d’une application ¢ — Mk (t) de (0,7) dans Ry intégrable sur (0,7), telle
que

pour p.p ¢t € (0,7),Vg? € K : |G(t, g2)] < Mi(t).

De plus, la fonction G est localement lipschitzienne par rapport & la deuxiéme variable g° car la
fonction G admet des dérivées partielles continues en g° sur R™. On en déduit que pour toute
donnée initiale g%, le systéme différentiel précédent admet une unique solution locale ggj dans
HY(0,7,,),1 < j <mavec 0 < 7, <7. On a donc I'existence locale en temps d’une solution
v2 € HY0,7n; Vo) au systéme (3.8)-(3.9).

Dans le lemme suivant, des estimations a priori indépendantes de m , d et € seront établies, ce qui
nous permet de prolonger cette solution a l'intervalle [0, 7].

Lemme 3.2. On suppose que (2.12) existe et que (v g0)5>0 >0 est une suite bornée de L*(9).
Le probleme (3.8)-(3.9) admet une solution unique v°,, € H*(0,7; Vo) qui satisfait les estimations
suivantes

||UgmHL°°(O,7—;L2(Q)) <G, (3.10)
H’UgmHL2 0, HY(Q) Ca (311)
| div (v 5m)||L2(07'L2(Q < C\/S, (3.12)

ou C est une constante indépendante de m, 9 et ¢.
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Preuve . En multipliant ’équation (3.8) par ¢, (t) et en sommant de k = 1 & m, on obtient

1
ava U | T b( Vems gm’ Ugm) + 1 / Ugmdiv(vg ) dJ} + < (le( ) le( ))
ot 2, 5

5 s |08 / 5 (3.13)
+/(22uD(v5m) s D(vl,) dx + /Fo KW dz’ = (f,v2,), p-pdans (0,7,),
en utilisant le lemme 2.5 on obtient
bl S 0l )+ % /Q v div(v? ) dr =0, (3.14)

comme { est positive, on obtient

é
(3g;mjvgm) 3 (dlv( ) dlv( ))+/ ZMD(vgm) : D(vgm)dx < ( 7U§m)7 p.p dans (0, 7,,,),
Q

on a alors,

L. .
3 el + 5 Miveh) o) + 20 [ IDO2,)P do < (£0,), pop dans (0.7

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz puis celle de Young, on obtient

|( 7U§m)’ < ||f||L2(Q)||U§mHL2(Q)

1 1
< 5 ||f||i2(ﬂ) + §||U§m||i2(9)

Avec le lemme 2.2 et une intégration de 0 a s, avec 0 < s < 7,,, on obtient
1 9 1
() ey + 5 [ v Wiz dt o | il ey 4t < 5 e (0) 22

+§A|Hhmmﬁ+§AH%Mmmﬂt

En rappelant que v° , est définie comme la projection orthogonale de v%, dans L*(Q2) sur
Vect{w, ..., wy,} et que la suite (v3,)cs060 est bornée dans L*(€2), on en déduit quil existe
une constante Cy, indépendant de ¢§ et ¢ tel que

102 (O l2@) = l2molliz@) < lvkllia) < Co. Vm >1,¥6 > 0,Ve > 0.

Il s’ensuit que

1
10y 5 [ i) dt+a [ ey e < €

(3.15)
+Co [ Iobullse

ou C et (5 sont deux constantes indépendantes de m, d et e, avec

1 o, 1 [ 9
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et 02 =35
En utilisant le corollaire 1.3, on obtient

v (s )||L2 <20 exp(25Cy) <2C) exp(27Cy), Vs €0, 7). (3.16)

Avec (3.7) on en déduit que les fonctions g2;, 1 < j < m, admettent une limite finie en 7,
et, par définition de la solution maximale, on peut conclure que 7, = 7. Maintenant, (3.10)
découle de (3.16). En reprenant (3.10) dans (3.15) avec s = 7, on obtient (3.11) et (3.12). |

Dans le lemme suivant, on établit une estimation de la dérivée de la vitesse.

Lemme 3.3. Sous les hypothéses du lemme 3.2, on a

ou Cy est une constante indépendante de m et €.

5
ﬁvem

< .
=" Cs, (3.17)

L3075V}

Preuve . Soit ¢ € Vy. Pour tout m > 1, on définit ¢, comme la projection orthogonale pour le
produit scalaire de H'(Q2) de ¢ sur Vect{w, ..., w,, }. Avec

= Zﬁkwk, Br € R,

k=1

et de (3.8) on obtient

o, 5 s 1 1
(Zh2 o) = bl o) = 5 [ ohdivled) oo = % div(et). div(ion)

5o
—/ 2D ) D(py,)dr — (—EmlPm gyl (f,om), Dp.pdans (0,7).
Q

ro €2+ [vd,|?

On estime tous les termes dans la partie droite de 1’égalité précédente, on obtient

ol 1 .
]( O | (A A S A A e o

= ||dW( )20y div(om) |2y + s 102 1t o) om0
+ ||5HL2 ro) lemllvzo) + 1 f ez llomllez @), p-p dans (0,7),
ou 2 = p*. En utilisant 'inégalité classique (voir [4])
1 1
lelliray < el oy Il Vu € LO@),

et I'injection de H*(Q) dans L°(Q), on en déduit qu'il existe une constante ¢, indépendante
de m, d et e, de sorte que

102l o) IV 02 20 2 s e <CHvEmHLz HUEmHHl oy lomllar (@)

Comme (w;);>; est une famille orthogonale de L?(€2) et ¢, est la projection orthogonale pour le
produit scalaire de H'(Q) de ¢ sur Vect{w, ..., w,,}, on a

”SOmHHl(Q) < ||§0||H1(Q)
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ov? oo
Em — Em > .

Puisque (w,);>1 est une base hilbertienne de Vy, la suite (g )x>1 converge fortement vers ¢ dans
H' () et on obtient
ol (O,
(2 ) (.)

ldiv(v)l| 2@ < V3 [0l o)

||div(v HL2 / |div(v)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

Maintenant, montrons que

En effet,

82}2

ov;
Z( )833,

i=1

< V3 |Vl.
Donc,
||div(v)||%2(m < 3/Q|VU|2dZL’.
Par définition de la norme H'(Q2), on obtient
ldiv(©) | 12 < V3ol o)

Donc, on obtient

ol V3
‘(5f&0’§<7;+1)dwmmﬂmW%mm el @)

V3,
=5 Idiv(@S) 12w el @ + e vimll @) el @ + €Ml el o

+ HfHLQ(Q) HSOHHI(Qy p.p dans (0, 7),

o’

ol ¢ est la norme de l'opérateur trace v, : H'(Q) — L*(Iy). D’on
Em

V3 va
1% vf<7“ 10y 10 gy 2 i (e + 1o 10

+ellllzrg) + 1 fllt2@),  p-p dans (0,7).

En utilisant (voir le lemme 1.1 avec p = % > 1)
(a+b)F < 2% (af +b%) b >0,
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on obtient,

4
3

4
—+1) & [l 102l o

+2§< > ‘dw )HL2 +2u*

4 4
2424 |3

Vem HI§—11(Q)

L2(F +2 ||f||

En remarquant que

T é T 2
J A (A A A A R N A A

< HUEmHLOO (0,7L2(2)) HvEm”L2 (0,7 HY(Q))’

on trouve des estimations du lemme 3.2 qu’il existe une constante Cs5 > 0,

indépendant de m et ¢, de sorte que

4
3

c%gm
ot

dt < Gy,
Vo

0

ce qui termine la preuve. [ |
Pour passer a la limite quand m tend vers oo, on considere le lemme suivant

Lemme 3.4. Soient € > 0 et £ € L>*(0,7; LL(I'y)). Alors Uapplication V. est lipschitzienne de
L2(0,7; L*(Ty)) dans L?(0,7; L*(Ty)).

Preuve . Rappelons que, pour tout u € L2(0,7;L*(Ty)), ¥ (u) € (L*(0, 7; L*(Ty))) =
L*(0,7;L*(Ty)) est définie par

w>:/ / (——=—dv'dt,  Vwe L0, L¥(Ty)),
0 JTo e%+ ‘u’

ol {.,.) désigne le produit scalaire dans L?(0, 7; L*(I'y)) i.e.

u

)

U (u) = Yu € L*(0,7; L3(Iy)).

Mais 'application

U

U — s
/82+‘u|2

{R3 — R?

est Fréchet différentiable sur R? et

Ohe; i U; U
JaC(hE)(U) — ( £1 (’LL)) — 1,] _ (2 ,
0r; " Jiciges \VEFP (@4 )2 )
owd;j=1sii=jetd,; =0sii#j. Deplus, ona

50

IN

2
. Vige{l..3) Vue R3,
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et h. est lipschitzienne sur R3. C’est a dire,
Je¢> 0, |ho(u) — he(v)| < clu—0v|.

Donc, on a

12 (u) = T2 ()20 200y = /0 : (W (u) — W (v)[* da’ dt

0
- 2
- / / ( S da'dt
0 Jro €2 + |ul? e2 + |v|?
< 02/ |01 |u — v|*da’ dt
0 To
< C2||£||%°°(O,T;L°°(Fo)) |u — UHi2(o,T;L2(r0))v
d’ott W’ est lipschitzienne de L?(0, 7;L*(Ty)) dans L?(0,7; L*(Ty)). ]

Maintenant, en utilisant les estimations obtenues dans le lemme 3.2 et lemme 3.3 et les arguments
de compacité, on peut prouver le résultat d’existence suivant pour le problémes pénalisés (P°).

Théoréme 3.1. Soit e > 0 et § > 0. Supposons que (2.12) est vérifiée et que (v)es05>0 €st une

suite bornée de L*(SY). Alors, il existe une sous suite de (v0)m>1, notée encore (v0, )m>1, de sorte
que

V0 = faiblement étoile dans L°°(0,7; L*(2)), (3.18)

V0 = faiblement dans L*(0,7; V), (3.19)

ovd
ot

et v0 est la solution de (P?). De plus appartient ¢ L3(0,7;V)).

Preuve . Des estimations a priori du lemme 3.2 on obtient (3.18) et (3.19). De I'estimation

0vly,
ot

/7 6 7’ .
Jm>1 notée encore (=2),,~1 vérifiant

(3.17) du lemme 3.3, donc, il existe une sous suite de ( £2

5 5
ovg,,  Ov:

5 5 faiblement dans L3 (0, 73 V). (3.20)

En utilisant le lemme 1.2 et les convergences (3.19) et (3.20), avec By = Vy, B = L(Q) et B, =V},
on obtient
00— fortement dans L*(0,7; L*(Q)).

On peut réutiliser le lemme 1.2 avec By = Vy, B = H*(Q2) et By =V avec % < s < 1, 'injection de
By dans B est compacte, on obtient donc

T fortement dans L*(0, 7; H*(Q)).

Commes—%>0, on a
H* 2 (T,) — H(Ty) = L*(T).

Avec le théoreme de trace 1.20 et de la continuité de I'opérateur trace, on a

v = fortement dans L*(0,7; L*(Ty)).
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Maintenant, en utilisant (3.18)-(3.20) et le lemme de Simon 1.3, on peut extraire une autre sous
suite notée encore (v’ ),,>1, on obtient

v0 = fortement dans C([0,7]; H), (3.21)

ott H est un espace de Banach tel que L*(Q2) € H C V) avec I'injection de L*(€2) dans H est
compacte.

Soit x € D(0,7) et ¢ € V,. Pour tout m > 1 on définit & nouveau ¢, comme la projection
orthogonale pour le produit scalaire de H'(Q2) de ¢ sur Vect{wy, ..., w,, }.

Avec (3.8), on a

T )
/[(avm,go )+b< o §m,¢m>+1/ - div( mmdx]xdt

1 /
+5/0 (div(v2y,), div(m) X) dt + a(v2y, om X) + (PLLE,,), Pm X) = / (f,m)x dt.

Avec une intégration par parties du premier terme, on obtient

- x - |
/ (Ugmv gpm) ot dt + / |:b<vgm7 Ugmv me) + 5 / d“}( ) Pm d$:| X dt
0 0 Q

1 [ x
#5 [ inGad).divton) x) dt a0 + (VLR o) = [ (L) it

En rappelant que (¢,,)m > 1 converge fortement vers ¢ dans H'(Q) et on utilise le lemme 3.4,
on peut passer a la limite quand m — oo on obtient

/ (vf,gp)a—xdt+/ b(vf,vf,g&)%—l/vgdiv( )godx+ (dw( ),div(cp)) x dt

+a(vl, o x) + (VL(v)), o x) = /OT(fy o) dt.

Ce qui donne (3.4).
D’autre part, avec (3.21), on a

v2 (0) — v2(0) fortement dans H,

avec L*(Q) C H C V} et aussi on a
00 (0) =10 , — v, fortement dans L*(€).

em

d’ou v2(0) = vZ,. |

3.2.1 Propriétés de la pression approchée

Pour tout € > 0 et § > 0, on définit et on approche la pression p° € L? (0, ; L*(Q)) par

L.
= -5 div (v?), (3.22)
olt (v?) est la solution du probléme pénalisé (P?)
De (3.4), on a
d s >
7 Ve @) X + bUE, 57(10 X)pr r r
@EEDx)  +e0E) Nppmmen
1 : 3.23
T3 /Ugdlv (vg)90d$7X> —((p, div(e)), X>D'OT (07)+G(U5790X) (323)
Q D’(0,7),D(0,7)

+ <\I[£/-: (US) 7<pX> = f 90) >'D’ (0,7),D(0,7)> VSO S VO,VI S D(O T)
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De plus, avec la formule de Green, on obtient
1
/pE dr = ~5 °.ndy=0, p.pdans (0.7), (3.24)

et, avec (3.12), on trouve

C

HpeHm(or 12(0)) = NZi

ou C' est une constante indépendante de § et . Malheureusement, avec cette estimation on ne peut
pas passer a la limite quand ¢ tend vers 0 dans le terme <(p6, div(p ) X>D’ 0.7 D(0.7)’
Donc, on doit établir une autre estimation indépendante de ¢ et 9.

Lemme 3.5. Sous les hypothéses du lemme 3.2, il existe une constante C, indépendante de § et ¢,

telle que

HpEHH 1(0,7;L2(Q)) <C. (3.25)

Preuve . Soient x € D(0,7) et w € L3(2). Alors, il existe ¢ € H}(Q) telle que
div(p) = w

dans Q, et ¢ = P(w) ol P est un opérateur linéaire continu de LZ(Q2) dans Hj(Q) (voir [18] , [12]).
Avec une intégration par parties dans le premier terme de (3.23), on obtient

/ (pg,div(go))xdt:—/ (vi,gp)a—xdth/ {b( ve, 6,<p)+1/vgdiv(vg)gpdx]xdt
0 0 ot 0 2 Q
+a(v§-s@x)—/ (f,@)x dt.

0

D’autre part, on a
‘/ UE,UE,&T —i—%/vﬁdiv(vﬁ)gpdx)xdt‘
Q
</ (|b(vg, Vg, \+2‘/v div (v )wdx‘)|x\dt
T o (v2).
[0 69, 2000 4] [t 08 o] e
En utilisant 1'inégalité de Holder, on a
’/ v v 8+1/v‘5div(v‘s) d) ‘
es Ve, : ¢) pda )[x|dt
2 Ja
9 (v?).
< [ (8l |

61‘@-
1 .
T3 HUgHL4(9) [div (v2) HL2(Q) HS@HL‘*(Q)) |x|dt.

N

HSOHL“(Q)
2 Q)

On pose @y = 7, de l'injection continue de H'(Q) dans L*(Q) et comme

|div (US)HLQ(Q) = \/gHUgHHl(Q)’
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on obtient

1
‘/ [ v 0l +§/vgdiv(vg)g0dx}xdt‘ <
Q

V3
< (1452 o 12Dy Wl

2 V3 5|2
< K (1 + 7) HUEHLZ(O,T;Hl(Q)) ||77||L°°(O,T;H1(Q))’

olt K est la constante de I'injection continue de H'(Q2) dans L*(©2). Alors, on a

T 877
AR R e

V3 2
+ K2 <1 + 7) ||vg||L2(O,T;H1(Q)) HUHLOO(O,T;HI(Q)>

+ /T ||U§||Lz<O,T:H1(Q)) 170 Loo (0,710 (02)) + \/?HfHLQ(O,nLZ(Q))||77||L°°(0,7-;L2(Q))'

L2(0,mL2(Q))

En utilisant la continuité de 'opérateur P et I'injection continue de H'(0,7) dans L>(0, )
(voir [4]), on a

17l e .12y = Xl o0 [P (W) () < Clixlar o lwllea@) < Clinllarorez@)),

ot C' est une constante indépendante de ¢ et €. Avec les estimations (3.10) et (3.11), on déduit que
v? est bornée dans L% (0, 7; H(Q)) N L> (0, 7; L2(9)) indépendamment de § et ¢, et on obtient

/ (pg,w) th’ < C|wx|lmorr2@), Yw € LS(Q),VX € D(0,71), (3.26)
0

ou C' une constante indépendante de ¢ et ¢.
Soit w € L*(€2). On peut appliquer (3.26) avec

En effet, w € L2(9). De plus, avec (3.24), on a

/ (g,ﬂ?— ! /{Ddx)xdt’:
0 mesS) Jq

T 1 T 5 _ B
/0 (P2, w) x dt — mesQ/O (/ngdx) (/g}wdz)xdt‘_

Observant que

/ (pﬁ,@)xdt‘-
0

|wllz2@) < 0] 22

on obtient
/ (pg,w) th' = / (pg,iﬁ) th’ < Cllwx || g (0,720, YW € L*(Q),¥x € D(0,7). (3.27)
0 0
De, la densité de D(0,7) ® L?(2) dans H' (0,7; L*()) on obtient (3.25). u
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3.3 Existence de solutions du probléeme (P.)

On peut maintenant passer a la limite dans le probleéme pénalisé (P°) quand § tend vers zéro.

Théoreme 3.2. Soit ¢ > 0. On suppose que ( 4 est une suite bornée de L*(Q0). D’autre

) e>0,6>0

part, on suppose que (2.12) et (3.6) sont vérifiées. Alors, il existe une sous suite de (vg,pg)5>0,n0tée

encore (vg,pg)bo telle que
v = v, faiblement étoile dans L™ (0,7;L*(Q)), (3.28)

v® — v, faiblement dans L* (0,71;V,), (3.29)

P’ — p. faiblement dans H™* (O,T; L(Q)(Q)) , (3.30)

v, .
et (ve, pe) est la solution de (P.). De plus, Ve appartient a L3 (O,T; (VOdw)l) )

ot

Preuve . Comme les estimations (3.10) et (3.11) indépendantes de m, § et € on a la suite (v?) 520
est bornée dans L2 (0, 7; Vo) NL> (0, 7; L*(2)). Du lemme 3.5, on déduit que la suite ( E)5>0 bornée
dans H=1(0,7; L3(2)). Donc, on a immédiatement les convergences (3.28)-(3.30). De (3.12), on
déduit que

(08
Hdw (ve) HLQ(O,T;LQ(Q)) < OV,

avec une constante C' indépendant de § et . Ainsi,

div (v2) = 0 fortement dans L* (0, 7; L*(2)) .

Maintenant, on peut obtenir une estimation de 4 dans L3 ( , T, (ngw)') en utilisant les mémes
calculs comme dans le lemme 3.3. En effet, sment cp € Voaiv €t x € D(0,7). Avec (3.23) on obtient

d , s [ o’ B
<E (U€7 QO) 7X>D/(0,T)»D(0,T) B /0 /QEQPdedt T <b ( Ve Ves 90) X>D'(0’7)’D(0:T)
1
-3 </ o? div (09) god:r:,x> —a (v, 9x) = (WL (v2)  ox) + ((f: ), X\)pr(0m),D00,)-
Q D'(0,7).D(0,7)

On peut estimer tous les termes dans la partie droite de I’équation précédente et on obtient

V3
‘ <_+1> / HU(S”Lz HU&HHI(Q)HSDHHI ’X‘dt

+M*/ HUgHm(m ||90||H1(Q)|X|dt+5/ ||€||L2(Fo)||90||H1(Q)|X|dt‘l'/ 1 f 2o 1ol @) x| dt.
0 0 0

Remarquons que

3
T 1 3 1 T 1
/0 ||”g||f2(9) HUSHIQP(Q) ol o) x| dt < ””g“zoo(o,r;m(sz)) (/0 vaHill(Q) dt) lella @ lIxlziom

< ||vg||[§/°°(O,T;L2(Q)) HUgHzQ(O.T;Hl(Q)) o Xl Laco,rsmr @),

et en rappelant que (v7)_, bornée dans L* (0,7; H'(Q)) N L™ (0, 7; L*(Q2)) indépendante de d et &
on déduit que
‘ ol

< .
> <C, (3.31)

L3 (0.7:(Voain)")
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ou C' est une constante indépendante de J et e.

. . . ol .
On peut donc extraire une autre sous suite notée encore ( 8”;) , on obtient
6>0

o’

e O

ot ot

faiblement dans L3 (0,75 Vouiw)') - (3.32)

En utilisant le lemme 1.2, avec By = Vy, B = L*(Q) and B; = (Vyai), on obtient
v — v, fortement dans L? (0,7: L)),

et, avec By =V, B=H*(Q),1 < s <1, et Bi = Vo)’
v? — v, fortement dans L? (0, 7; H*(Q)).

D’ou,
v — v, fortement dans L* (0,7; L (L)) .

En utilisant (3.28)-(3.32) et le lemme de Simon, on peut extraire une autre sous suite notée encore

(v?) 500 OL obtient

v® — v, fortement dans C([0,7]; H),

ol H est un espace de Banach tel que L2(2) € H € (Voain) avec une injection compacte de L?(Q)
dans H.

Avec toutes ces convergences et avec 'hypothese (3.6), on peut passer a la limite dans (3.4) et
(3.5) par les mémes techniques comme dans le théoreme 3.1 et on obtient (3.2) et (3.3). |

3.4 Existence de solutions du probléme (P)
Du lemme 3.1 et la convexité de la fonctionnelle ¥, on a

\IIS (7}5 + SOX) - \Ija (UE) > <\II; ('Ua) ’ SDX> ,\V/QO € VO7VX S D(OaT)a
et de (3.2) on obtient

d > :
- Ve, ), X + b Ve, Ve, L) 5 X)pr T )y p67d1V L)) s X)pr T T
(@0 %) 00019 Vom0 ) Nptomoun

+ a(ve, ox) + Ve (ve + ox) = Ve (ve) = ((f, ), X)p(0,1),D00,7)
pour tout ¢ € Vg et pour tout xy € D(0, 1), avec la condition initiale
v(0, ) = vep. (3.34)
Pour passer a la limite quand ¢ — 0 dans (3.33), on utilise le lemme suivant

Lemme 3.6. Soient (w.).., une suite de L* (0, 7; L* (I'y)) et w € L* (0, 7;L* (T'y)) telle que (w.)
converge fortement vers w dans L* (0,7; L% (Ty)).Alors

e>0

lim U, (w.) = ¥(w).

e—0
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Preuve . Soit € > 0. Par définition de ¥ et ¥, on a

U, (w, / C(Jw.| — |w|) da’ dt+/ / < 2 4 |w|? —|w€|) dz’ dt.
o

Donc,
Ve (we) — VU (w)| S/ / C|we| — |wl] dx’dt+/ / Ceda' dt
0 To 0 To
< 1l 220,722 (o)) (HU)s - w||L2(0,T;Lz(FO)) + 4/ 7 meas (F0)> 7

d’ot le résultat. n
Maintenant, on peut montrer que le probleme (P) admet une solution.

Théoreme 3.3. Supposons que (vffo) est une suite bornée de L*(2). Sous les hypothéses

e>0,6>0

(2.12) et (3.1). Alors, il existe sous suite de (vg, pe) ., notée encore (v, ps) -, telle que
ve — v étoile dans L™ (O, T; LQ(Q)) , (3.35)
ve = v faiblement dans L* (0,7; V), (3.36)
p- —p faiblement dans H" (0,7; Lj(2)) (3.37)

0 4
et (v,p) est solution du probléme (P). De plus, v appartient a L3 (O, T; (Vodiv)') )

ot

Preuve . Rappelant que les estimations (3.10)-(3.11) sont indépendantes de m, § et €, on en
déduit que (v.)_., est bornée dans L* (0, 7; H'(Q)) N L= (0, 7; L*(€2)). De plus, comme I'estimation
(3.25) est indépendante de d et ¢, la suite (p. ). est bornée dans H~' (0, 7; LZ(Q2)) on obtient donc

les convergences (3.35)-(3.37). D’autre part, de l'estimation (3.31) implique que (aalf)po est bornée

dans L3 (0,7; (Voain)').D’o1, on peut extraire une autre sous suite notée encore (v.),.,,0n a
v v
a: - n faiblement dans L5 (0, TS (V()dw)/) )

et avec les mémes arguments que dans le théoreme précédent, on obtient
v, — v fortement dans L? (0, T L4(Q)) ,

v, — v fortement dans L? (O, 7; L2 (FO)) ,

et
ve — v fortement dans C([0, 7], H),

ot H est un espace de Banach tel que L2(2) C H C (Vyain)" avec I'injection compacte de L2(€2)
dans H.

Avec toutes ces convergences et I’hypothese (3.1), on peut passer a la limite dans (3.33) et (3.34)
par la méme technique utilisée dans le théoreme 3.1 et le théoreme 3.2, on obtient (2.14) et (2.15).
]

Remarque 3.1. L’unicité de la solution en dimension deuz est assurée par contre en dimension
3, cela nécessite des régularités supplémentaires et une viscosité assez grande (voir [1] pour plus de
détails).
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Conclusion

Les équations de Stokes et de Navier Stokes jouent un role central dans la mécanique des
fluides ,de I'ingénierie et des mathématique appliquées .
Dans ce mémoire, on a

donné quelques outils mathématiques qui sont nécessaires dans I’étude mathématique du
probleme de Navier-Stokes instationnaire,

fait une description du probleme parabolique d’écoulement d’un fluide Newtonien incompres-
sible gouverné par le systéme de Navier-Stokes avec des conditions aux limites mixtes (la loi
de Tresca et la condition de Dirichlet homogene),

établit une formulation faible de ce probleme,

on a présenté la méthode de Galerkin pour montrer I'existence en utilisant une pénalisation
de la divergence de la vitesse.

o1
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