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INTRODUCTION

On se donne un corps de forme initiale connue Ω0. On le soumet à des efforts extérieures (char-
gement mécanique : efforts appliqué sur le corps ou déplacement imposés et/ ou thermique : une
variation de température) ; il en résulte un changement de son mouvement et de son état thermodyna-
mique.
Dans cette mémoire, nous étudions états solide et d‘ autres états déformable et les lois comportement
mécanique.
les lois de comportement de la matière, étudiées en science des matériaux et notamment en mécanique
des milieux continus, visent à modéliser le comportement des fluides ou solide par des lois empiriques
lors de leur déformable.
Problématique :
On se donne un corps de forme initiale connue Ω0 . On veut une autre pièce plus solide de forme
géométrique différente (soit Ωt).

Si la loi de comportement(constituants du corps) connue ; on se pose les questions suivantes :

— Sous quels changement, on peut calcule l‘objet Ωt ?

— Quelles sont les contraintes, les déformation, les déplacements engendrés par ces change-
ments. ?

— Ces changement sont ils supportables par le corps Ωt ?

— Comment déterminer ces lois de comportement?

L‘objet du problème : est d‘établir le modèle mathématique correspondant au problème mécanique.
De plus, nous considérons des hypothèses simplification supplémentaires (au problème mécanique) :

— (H.P.T) ayant pour conséquence de rendre les équation différentielles linéaire.

— Efforts purement mécanique(étude en évolution isotherme).

Le mémoire est devisé en trois chapitres et structure comme suit :
Le premier chapitre est consacré aux quelques définition de base (les types de déformation ).
Le deuxième chapitre est consacré aux lois de comportement de base (élasticité, viscosité, plasticité).
Le troisième chapitre est consacré aux lois de comportement associable(viscqélasticité, viscoplasti-
cité, élastoplasticité).
Finalement, ce mémoire se termine par une conclusions.
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TABLE DES NOTATIONS

p : Déformation plastique cumulée.

T : Température.

A : Opérateur d‘élasticité.

σ : La contrainte.

σ0 :Contrainte à la limite d’élasticité.

S : Surface du solide.

u̇, ü : Dérivée première et seconde de u par rapport aux temps.

Γ :La frontière de Ω.

D : L‘espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et à support compact contenu dans
Ω.

D : Espace de distribution.

S n : Espace de tenseur.

H = L2(Ω)d.

H = L2(Ω)dd
S .

H1 = H1(Ω)d.

H1 = {σ ∈ H | Divσ ∈ H}.

H‘ : L‘espace dual de H.

H‘
Γ

: L‘espace dual de HΓ = H
−

1
2 (Γ)d.

w = {ζ ∈ H1(Ω) \ ζ = 0 sur a}.
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γ : Application trace pour les fonctions vectorielles.

t : Le temps.

ρ : Masse volumique.

F : Effort.

H : Module tangent.

I : Intensité lumineuse.

N : Fonction cout.

K :Module d’écrouissage.

p.p : Presque partout.

c : Une constante générique strictement positive.

υ :Volume du solide.

ε0 :La déformation constante.

η :Viscosité.

σ(t) :Contrainte totale.

ε(t) :Déformation totale.
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CHAPITRE 1

QUELQUES DÉFINITIONS DE BASE

Avant d‘entrer dans les autre chapitre, nous allons présenter d‘abord quelques définitions fonda-
mentales qui nous utiles par la suite.

1.1 Déformation :
C’est la modification qui subit un corps sous l’effet de la force qui il subit.

1.1.1 Déformation longitudinale (δ) :
C’est l’ allongement ou le raccourcissement que subit une pièce sous l‘effet d‘ un effort de traction

ou de compression.

δ = L − L0[m] (1.1)

Figure 1.1
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1. Quelques définition de base

1.1.2 Déformation unitaire (ε) :
C’est déformation par unité de longueur. la déformation n’a pas d’unité[m/m].

ε =
δ

L0
=

L − L0

L0
(1.2)

ou
L0 :longueur de la tige sans charge.
L :longueur de la tige supportant une charge p.

Figure 1.2

Exemple
quel est la déformation unitaire Que subit une pièce de 5 m de long qui s’étire de 2 mm sous

l’action d’une charge de 150 k N?.

ε =
δ

L0
=

0.002m
5m

= 0.0004 = 410−4

1.1.3 Déformations élastiques
Elles correspondent à des variation des espaces inter atomiques et à des mouvements réversibles de

dislocation. Ces déformation sont essentiellement réversibles et la configuration initiale est retrouvée
après décharge.

1.1.4 Déformations visqueuses
Elles correspondent à la poursuit de la déformation alors que la charge est constante il n’y a plus

équilibre le temps et les vitesses de déformation jouent un rôle important dans les loi de compor-
tement d’un matériau visqueux, lors de ce phénomène favorisé par l’activation thermique, on parle
d’écoulement de fluage.
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1. Quelques définition de base

1.2 Géométrie de la déformation

1.2.1 Définition d’un solide déformable
Un solide déformable est un corps qui change de forme géométrique à Cause des efforts extérieurs

(mécanique, thermique ou couplés).

1.2.2 Définition d’un milieu continu
Un milieu continu est un corps qui occupe à chaque instant un ouvert borné connexe de RN(N =

1, 2, 3). En respectant la continuité de la matière(ni interpénétration, ni formation de cavités).

1.3 Notations de la déformation
On s’intéresse à l’état final du solide lorsque l’application des efforts extérieurs est terminée et que

le solide à atteint son état d‘ équilibre. On désigne par Ω le domaine occupé par le corps à l’instant
t = 0. (Ω s’appelle la configuration de référence), et par Ωt le domaine occupé par le même corps à
l’instant t > 0 ( Ωt s’appelle la) configuration déformée.
X = (Xi) désigne les composantes de la position d’une particule p du corps l’instant t = 0.
x = (xi) désigne les composantes de la position de la même particule p l’instant t > 0.
l’objet du problème, du point de vue mécanique est d’étudier le nouvel état d équilibre du corps
résultant de l’application des forces volumiques sur Ω et des forces surfaciques sur une partie de la
frontière Γ.
Les inconnues du problème sont donc :
Le champ de déplacement u :Ω −→ RN

Le champ des contraintes σ :Ω −→ S N

1.4 Description analytique de la déformable
Le lien enter X ⊂ Ω, et x ∈ Ωt est donné par une application vectorielle

φ(., t) : Ω −→ Ωt,∀t > 0
X −→ φ(X, t)

x = φ(X, t) = X + u(X, t)∀t > 0, x ∈ Ω (1.3)

avec u(X, t) le vecteur de déplacement. φ(., t) est appelée application de la déformation.
En particulier la vitesse et l’accélération sont définies respectivement par :

υ =
d(φ(X, t))

dt
= u̇. (1.4)

a =
d2(φ(X, t))

dt2 = ü. (1.5)

Nous introduisons les notation suivantes :

F = ∇Xφ = IN + H (avec H = ∇Xu). (1.6)

C = FT F = (IN + H + HT + HT H). (1.7)

G =
1
2

(C − IN) =
1
2

(H + HT + HT H). (1.8)
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1. Quelques définition de base

où ∇xφ désigne le gradient de par rapport aux coordonnée de la variable X, HT est la transposée de H,
FT est la transposée de F est IN est la matrice unité d‘ordre N, le tenseur FT est le tenseur gradient
de la déformation,C est le tenseur des dilatation ou tenseur des déformation de Cauchy tandis que le
tenseur G est le tenseur des déformations ;
en composantes :

Gi j =
1
2

(
∂ui

∂X j
+
∂u j

∂Xi
+
∂uk

∂Xi
.
∂uk

∂X j
). (1.9)

On remarque que le tenseur des déformation G s‘exprime d‘une façon non linéaire par rapport aux
composantes du vecteur déplacement u. Précisions maintenant un peu plus le cadre de étude a fin
d‘apporter quelques simplification aux notions introduites récemment.
Remarque : nous intéressons aux mouvements qui ont un vecteur de déplacement u(X, t) qui varie

lentement avec X. Alors les dérivées partielles
∂ui

∂X j
sont petites, On dit alors qui on est dans l’hypo-

thèse des petites transformation (H.P.T)Dans ce, les terme
∂uk

∂Xi
.
∂uk

∂X j
sont négliges et l’expression de G

se linéarise en ε.

ε =
1
2

(H + HT ). (1.10)

Où en composantes

εi j =
1
2

(
∂ui

∂X j
+
∂u j

∂Xi
) (1.11)

Le tenseur ε s’appelle tenseur des déformation linéarisée. Nous allons maintenant établir l’équation
du mouvement du système matériel.

1.5 Équation du mouvement
La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus exprimant l‘équivalence du tenseur des

forces extérieures et du tenseurs accélération pour un système quelconque conduit aux équations du
mouvement suivantes :

Divσ + f = ρü (1.12)

f : représente la densité des forces volumiques dans Ω

Divσ : est divergence de la tenseur des contraintes σ

Divσ = (
∂σi j

∂ j
)i,∀i (1.13)
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1. Quelques définition de base

Où ∂ j représente l‘opérateur de dérivation partielle par rapport x j

ρ(., t) : Ωt −→ R+ est la densité du masse dans la configuration déformée ü est champ des accéléra-
tions. Dans le cas statique ; les distances enter des point quelconque restent invariantes au cours du
temps c‘est à dire ü = 0 ou dans le cas quasi-statique
c‘est à dire ü est négligeable lorsque u varie lentement par rapport au temps l‘équation devient :

Divσ + f = 0 ∀x ∈ Ω, t > 0 (1.14)

l‘équation(1.12) est appelée équation du mouvement et le d‘évolution modelé par cette équation est
le processus et (1.14) équation d‘équilibre et il s‘agit d‘un processus statique.

1.5.1 Dilatation thermique
La dilatation et la contraction des solides sont mises à profit dans diverses applications : rivetage

à chaud, rivetage à froid, thermostat, ... Par contre, la dilatation et la contraction des solides peuvent
causer des dégâts sérieux si l’on n’en tient pas compte. On doit entre autres prévoir des joints d’ex-
pansion dans les rails de chemin de fer, dans les tuyaux de vapeur, dans les structures métalliques des
édifices, des ponts, ...
La dilatation thermique :
• Dépend du matériau (sa nature).

• Est proportionnelle à la longueur du corps.

• Est proportionnelle à la variation de la température.
Plus précisément,

ε = α∆T = α(T − T0)
où α est le coefficient de dilatation thermique (propre au matériau)
et ∆T = T − T0 la variation de température (finale - initiale)

Définition de la contrainte
La contrainte détermine avec quelle intensité les atome du matériau sont écartes les uns des autres

ou comprimés les uns sur les autres. Cette contrainte est, pour une traction simple, la force qui agit
sur une unité de surface du matériau.

σ = F/S

Elle se mesure en Pascal (Pa).

Loi de Hooke
Lorsque on charge un matériau, si la contrainte produite demeure inférieure à sa limite élastique,

sa déformation est proportionnelle à la contrainte qui il subit.

σ = Eε[N/m2]ou[pa] (1.15)

Où
E : est la constante de proportionnalité appelée module d’élasticité ou module de Young.
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1. Quelques définition de base

Exemple
une barre d‘acier(module d‘élasticité E = 200GPa) de 3 m de section carrée ayant 12,5 mm de

coté est sollicitée par une tension de 21360 N,
quel est son allongement total ?
on a :

A = (12, 5mm)2 = (12, 510−3m)2 = 1, 5610−4m2

σ =
P
A

=
21360N

1, 5610−4m2 = 13670400Pa = 136, 7 MPa

et

σ = Eε

d’ ou

ε =
σ

E
=

136, 7106Pa
200109Pa

= 0.00068352

et soit
ε =

δ

L0

Alors
δ = εL0 = 0, 00683523m = 0, 00205m = 2, 05mm

1.6 Notion de module de young en 1807 :
Le module de young ou module d’élasticité ou encore module de traction est la constante qui

relie la contrainte de traction(ou de compression) et la déformation pour un matériau élastique. Le
physicien britannique thomes young (1773-1829) avait remarque que le rapport entre la contrainte de
traction appliquée à un matériau et la déformation qui en résulte (un allongement relatif) est constant,
tant que cette déformation reste petit et que la limite d‘élasticité du matériau n‘est pas atteint la loi
d‘élasticité linéaire est la loi de Hooke :

σ = Eε (1.16)

Un matériau dont le module de young est très élevé est dit rigide. l’acier, l’iridium, le diamant, sont
des matériau très rigides,l’aluminium et le plomb le sont moins, les matières plastique et organiques
sont généralement pue rigides. Il ne faut cependant pas confondre élasticité et rigidité puisque la rai-
deur d’une poutre par exemple dépend de son module de young mais aussi du moment d’inertie de sa
section.
• Lorsque l’on augment la température, une éprouvette de métal s’allonge (dilatation), donc son mo-
dule de young diminue, tandis que l’éprouvette en polymère se raccourcit donc son modula de young
augmente.
• Lorsque l’on diminue la température, on observe le phénomène inverse :
L’éprouvette de métal se raccourcit(contraction) donc son module de young augmente, tandis que
l’éprouvette de polymère s’allonge (les chaines sont moins agitées et se laissent étirer) donc son mo-
dule de young diminue.
Et dans le suivant un tableau qui représente quelque matériaux avec ses coefficients d‘élasticité (ta-
bleau de young) :
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1. Quelques définition de base

matériau valeur de E en
Acier (1, 87 − 2, 16).105

Fonte (0, 88 − 1, 47).105

Cuivre (0, 98 − 1, 28).105

Aluminium (0, 69 − 0, 71).105

Caoutchouc (3, 00 − 7, 80).105

1.6.1 Élasticité :
Propriété qu’a un corps, après avoir été déforme par une charge, de reprendre sa forme initiale

lorsque la charge est enlevée.

1.6.2 Limite d’ élasticité :
C‘est la contrainte maximum que peut supporter sans danger de déformation permanente.

1.6.3 Plasticité :
Propriété qu’a un corps de cons conserve partiellement leste déformations produit par une charge

lorsque celle-ci est enlevée. La déformation plastique se produit quand la contrainte dépasse la limite
d‘élasticité.

1.6.4 Module de young (élasticité) :
C‘est la constante de proportionnalité entre la contrainte qu’un matériau subit et sa déformation

unitaire c‘est une constant propre à chaque matériau.

1.7 Les briques de base.
L’alluré qualitative de la réponse des matériaux à quelques essais simples permet de les ranger

dans des classes bien définies. Ces comportements de base, qui peuvent être représentés par des sys-
tèmes mécaniques élémentaires, sont l‘élasticité, la plasticité et la viscosité, les éléments les plus
courants sont, en Figure 2.2 :
• Le ressort, qui symbolise l‘élasticité linéaire parfaite, pour laquelle la déformation est entièrement
réversible lors d’une décharge, et où il existe une relation biunivoque entre les paramètres de charge
et de déformation (Figure 2.2a).
•l’amortisseur, qui schématise la viscosité, linéaire (Figure 2.2b) ou non linéaire (Figure 2.2c). La
viscosité est dite pure s’ils existe une relation biunivoque entre la charge et la vitesse de chargement.
Si cette relation est linéaire, le modèle correspond à la loi de Newton.
• Le patin, qui modélise l’apparition de déformations permanentes lorsque la charge est suffisante (Fi-
gure 2.2d). Si le seuil d’apparition de la déformation permanente n‘évoluer pas avec le chargement,
le comportement est dit plastique parfait. Si de plus, la déformation avant écoulement est négligée, le
modèle est rigide parfaitement plastique.

1.8 Loi de comportement
D’une façon générale, les loi de comportement sont des relation entre le tenseur des contraintes,

et le tenseur des déformation et leur dérivées. C‘est toute une série d‘essais qu‘il faut imaginer et
réaliser pour établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour les matériaux unidi-
mensionnels constituent le point de départ dans l‘établissement des lois de comportement. En voici
quelques exemples :
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1. Quelques définition de base

1.8.1 Loi de comportement élastique
En l’absence de déformations inélastiques, deux barres constituées du même matériau, soumises

à la même force de traction / compression, mais des sections différentes, subiront des déformations
différentes. La barre ayant la section la plus grande se rétrécira ou s’allongera beaucoup moins que
celle ayant la section la plus petite. Autrement dit, si l’on désigne pas S l’aire de la section de la barre,
la déformation dépend de la contrainte de traction définie par

σ =
N
S

(1.17)

C’est à dire la densité surfacique de force normale de traction / compression sur la section.
En élasticité linéaire, la loi de comportement est :

ε =
σ

E
=

N
ES

(1.18)

(la déformation est proportionnelle à la contrainte normale) E est le module d’Young et est caractéris-
tique du matériau, de même dimension que la contrainte (puisque les déformations sont des grandeurs
sans dimension), il se mesure donc en Pascal (Pa). Le module d’Young est toujours positif (quand on
tire, l’éprouvette s’allonge). Le module de rigidité à la traction (ES) est caractéristique de la barre. La
barre sort de son domaine élastique lorsque la contrainte de traction / compression atteint une valeur
σ+

T ou −σ+
C caractéristique du matériau.

1.8.2 Loi de comportement an élastique.
Nous ne retiendrons que trois sources an "élasticité" :

• défauts de construction ou d’usinage−→ εd

• effets thermiques−→ εt

• plasticité −→ εp

Nous admettrons chacune de ces trois contributions s’ajoutent :

εd + εt + εp = εa (1.19)
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CHAPITRE 2

LOIS DE COMPORTEMENT DE BASE

En partant du problème mécanique du solide déformable, on établira le système d‘E.D.P défini
par : les équations du mouvement, les conditions aux limites et la considération des deux hypothèses
simplificative(H.P.T)et efforts purement mécanique.
Du point de vue mathématique, le problème soumis à des efforts extérieurs est gouverné par :
équation de mouvement d’équilibre

(H.P.T )⇒ ε = εi j =
1
2

(
∂ui

∂X j
+
∂u j

∂Xi
)

conditions aux limites

Concernant les équations et les inconnues dans IR3.
équations nombre inconnues nombre

Divσ + f = 0 dans Ω · · · (1) 3 u = (u1, u2, u3) 3
u = g surΓ1 · · · (2) 2 σ = σi j 6
συ = h sur Γ2 · · · (3) 2 σt = σ

εi j =
1
2

(
∂ui

∂x j
+
∂u j

∂xi
) · · · (4) 6 ε = εi j 6

total 13 total 15

Nous avons treize équation avec quinze inconnues, il est bien évident que du point de vue mathé-
matique il est improbable de résoudre ce problème (manque deux équation liant u, σ et ε). Du
point de vue physique ; cela signifie que les d’ivres milieux déformables auraient des comportement
identique ce qui est absurde.
Donc, les équations (1),(2),(3)et (4) sont insuffisantes à décrire le mouvement des milieux défor-
mable, elles doivent complétées par d‘autres relations liant u, σ et ε, sont " les lois comportements
de base".
Les loi de comportement caractérisent le comportement de chaque type de matériau (ce sont des
relations entre le tenseur de contraint et le tenseur de déformation ). Leur origine est souvent expéri-
mentale et c‘est tout une série d’essais qu‘il faut réaliser pour établir une loi de comportement .
Les expériences physiques pour les matériaux unidimensionnels constituent le point de départ dans
l’établissement des lois de comportements.

2.1 Loi de comportement unidimensionnelle Historique
Le point de départ des lois de comportement était en dim 1, ensuite la généralisation en dim 2 et

en dim n.
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2. lois de comportement de base

2.1.1 Essais expérimentaux
Expérience de Robert Hook en 1675

Expérience sur un ressort soumis à faibles déformation, Robert Hook a dit la phrase suivante :" telle
force, telle extension" a réglé le majeur des lois de comportement,
de cette phrase, on tire deux aspects importants :

a) la linéarité.

b) l’élasticité.

Ces deux aspects ne pas identiques :
la linéarité : exprime que l’allongement à la force.
l’élasticité : exprime que cet effet est réversible et permet donc de revenir à l’état initial tel qu‘un
ressort soumis à des faible déformations.
Donc l’élasticité a une limite qui est indépendant de la notion de linéarité.
Hook n’a considéré que la phrase élastique et linéaire, donc proportionnelle et réversible. C’est en
quelque sorte une analogie avec allongement (l − l0) d‘un ressort de raideur K soumis à une force F :
l :longueur du ressort étire ou comprimé.
l0 : longueur du ressort initial.
Pour un ressort, on a : F = k(l − l0).
Remarque 1.1.1 la loi de Hook s‘exprime alors sous la forme.

σ = Eε

Expérience de liebniz en 1690
Une première expérience pour les solide déformable a été fait par liebniz en 1690, dans un labo

sur une tige métallique (acier-doux) de section S = 150mm2.

2.1.2 Exemples d’essais
On considéré une barre de section S et de longueur l0, on lui applique une force F(t) à une extré-

mité, tandis que l‘autre est maintenue fixée. On définit σ et ε par :

σ(t) =
F(t)
S

, et ε(t) =
l(t) − l0

l0
,

On représente la courbe σ = σ(t) en fonction de ε = ε(t).

a) Essai de charge-décharge on augmente progressivement la force F(t), puis on la ramené à 0.
Cet essai permet d‘étudier la variation des contraintes σ en fonction de la déformation ε .
• L’ élasticité : si les courbes charge-décharge coïncident, le milieu est élastique ;sinon plas-
tique.
•L’inélasticité (plasticité) : dans le cas contraire de l’ élasticité, le milieu est inélastique et
après la décharge complété ; Il subsiste une déformation résiduelle :

18



2. lois de comportement de base

Figure 2.1: Essai de charge-décharge.

b) Essai de fluage
On commence par un essai de changement monotone tel que à l‘instant t = 0 on a σ(0) = σ0

, ε(0) = ε0 et on maintient la force F constante en cours du temps, la contrainte σ reste donc
constante pour t > 0 et on regarde les variation de ε en fonction du tempe t :

•Si les contraintes ε(t) restent limités c‘est-à-dire limt→∞ ε(t) < ∞, le corps est du type solide.
• Si les contraintes ε(t) se relâchent (restent illimités ) c‘est-à-dire limt→∞ ε(t) = ∞, le corps est du
type fluide .
Exemple ; Étagère d’armoire fléchit après quelques années sous un poids constant.

Figure 2.2: Essai de Fluage.

2.2 Loi de comportement élastique linéaire en dimension 1
La loi de comportement élastique linéaire donnée par :σ = εE qui exprime une dépendance

linéaire dans la relation contrainte-déformation ou :
σ : est la contrainte.
E : est le module de young.
ε : est l‘allongement relatif.
Remarque 1.2.1 les lois élastique ne décrivent pas le fluage.

Déformation élastique :
Déformation-instantanée, mais la configuration initiale est retrouvée après décharge.

2.3 Loi de comportement visqueuse linéaire en dimension 1
La loi de comportement visqueuse linéaire est de la forme :

19



2. lois de comportement de base

σ = ηε̇.

Qui suppose l’existence d‘une relation entre contrainte et vitesse de déformation, où : σ : est la
contrainte.
η : est la viscosité du matériau.

ε̇ : est la dérivée première de ε par rapport au temps, ε̇ =
∂ε

∂t
.

Remarque 1.3.1 la viscosité décrit le fluage :
on a :σ = η ε̇ =⇒ ε̇ =

σ

η
on impose : σ(t) = σ0 ;∀t > 0,ce que entraine :

ε(t) =
σ0

η
t + σ0.

Donc, il y a le fluage.

Figure 2.3: Fluage de viscosité.

Déformation visqueuse : poursuit de déformation alors que la charge est constante. Le temps et
les vitesses de déformation jouent un rôle important dans les lois de comportement d‘un matériau
visqueux.

2.4 Loi de comportement plastique linéaire en dimension 1
La loi de comportement plastique linéaire est de la forme :

|σ| 6 σs

ε̇ = 0 si |σ| 6 σs

ε̇ = sign(σ) si |σ| = σs

qui suppose l‘existence d‘une relation entre contrainte et vitesse de déformation où :
σ :est la contrainte.
ε̇ : est la dérivée première de ε par rapport au temps, ε̇ =

∂ε

∂t
.

σs :est le seuil de plasticité.
Remarque 1.4.1 La plasticité décrit le fluage.
Remarque 1.4.2 Tous les solides présentent d‘abord une phase élastique. A partir d‘un certain seuil
appelé limits d‘élasticité, il peut se produire trois cas possibles :

— rupture brutale (exemple verre).

— rupture progressive(exemple béton).
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2. lois de comportement de base

— plasticité.

Remarque 1.4.3 Certaine matériaux ne pressentent pas de plasticité : verre céramiques · Ils sont
élastiques fragiles.
limite élastique est seuil de plasticité.
Remarque 1.4.4 La viscosité et la plasticité dépendent du temps (car le fluage) : par contre l‘élasticité
ne dépend pas du temps.
Ces trois lois de comportement sont les lois de base. les grandes lois peuvent être associes à ces lois
utilisant les modelés mécanique analogiques des comportement de base ; ça sera le but du chapitre
suivant.
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CHAPITRE 3

LOIS DE COMPORTEMENT ASSOCIABLES

Les essais expérimentaux cités dans le chapitre 2 fournissent à l’ingénieur les propriétés des ma-
tériaux(modules et limites d’élasticité, charge maximal avant rupture, viscosité, dureté, résistance
(fatigue, usure,....))
Ces trois lois de comportement de base peuvent être associables utilisant des modèles mécaniques
analogiques des comportements de base en les associant en série ou en parallèle.
Nous allons utiliser ces lois d’association afin d’obtenir des modèles dont les lois de comportement
sont importantes.
Différentes modèles peuvent être proposés. Les deux plus simples sont constitués d’un montage en
série ou en parallèle.
En série, la loi d’association est :
• La contrainte imposée à l’ensemble est supportée en totalité par chaque élément.
• La déformation totale est la somme des déformation subies par chaque élément.{

σ = σ1 = σ2

ε = ε1 + ε2

En parallèle, la loi d’association est :
• La contrainte imposées à l’ensemble est la somme des contraintes imposées à chaque branche.
• La déformation subie est identique dans chaque branche et égale à la déformation subie par l’en-
semble

{
σ = σ1 + σ2

ε = ε1 = ε2

3.1 Modelés analogique
les lois de comportement de base peuvent être représentées par des systèmes

mécaniques élémentaires.
Les élément les plus courants sont :

Le ressort : Qui symbolise l’élasticité linéaire.

L’amortisseur : Qui schématise la viscosité linéaire.

Le patin : Qui modélise la plasticité linéaire.
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3. lois de comportement associables

3.2 Lois de comportement Viscoélastiques (viscosité+ élasticité)
L’invantigation des propriétés mécaniques des matériaux tels que les huiles, a mis en évidence

que certains phénomènes tels que le fluage, ne peuvent étre décrits
par les lois de comportement élastiques C’est pour cela que la viscoplastique ont été introduite.
Dans les matériaux viscoélastiques les contraintes dépendant à la fois des déformation et de leur
variation temporelle telle que la loi de comportement est de la forme :

σ = f (ε, ε̇)

les différente modèles associant en série ou en parallèle d’un ressort complaisance élastique E, et d’un
amortisseur de coefficient de viscosité η

3.2.1 Modèles à deux éléments

Modèle de maxwell
Il est constitué par l’association en série d’un ressort de complaisance élastique E ; et d’un amor-

tisseur de coefficient de viscosité η
soient ε1 et ε2 les déformations, σ1 et σ2 les contraintes, respectivement dans le ressort et dans

Figure 3.1: Modèle de Maxwell.

l’amortisseur. D’après les equations rhéologique (de comportement) ; il vient :

σ1 = Eε1 et σ2 = ηε̇2

D’après les lois d’association en série, la contrainte σ et la déformation ε, totales sont :

{
ε = ε1 + ε2

σ = σ1 = σ2

et bien que

ε̇ = ε̇1 + έ2

=⇒ ε̇ =
σ̇1

E
+
σ2

η

=⇒ ε̇ =
σ̇

E
+
σ

η
. (3.1)

Telle est l’équation rhéologique du modèle maxwell.
Lorsqu’on suppose connu le trajet ε(t), s’intègre de la façon suivant :
l’équation homogène
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3. lois de comportement associables

σ̇

E
+
σ

η
= 0 =⇒ σ(t) = Ke−

E
η s

on cherche la constante K ; de la manière suivante :

˙σ(t) = k(t)e−
E
η t
−

E
η

k(t)e−
E
η t

on remplace afin d’obtenir

k(t) = E
∫ t

−∞

ε̇(s)e
E
η sds


u = e

E
η s =⇒ du = E

η
e

E
η s

dv = ε̇(s)ds =⇒ v = ε(s)

k(t) = E
[
ε(s)e

E
η s
∣∣∣∣t
−∞
−

E
η

∫ t

−∞

ε(s)e
E
η sds

]
=⇒ k(t) = Eε(s)e

E
η s
−

E2

η

∫ t

−∞

ε(s)e−
E
η (t−s)ds

donc

σ(t) = Eε(t) −
E2

η

∫ t

−∞

ε(s)e−
E
η (t−s) ds.

puisque la valeur de ε à l’instant t, dépend des valeurs du σ aux instants passés, donc le milieu de
Maxwell à une mémoire.

Essai de fluage
On impose brusquement une contrainte constante σ(t) = σ0;∀t ≥ 0, et on

étudie l’évolution de la déformationε au cours du temps avec les conditions initiales t > 0 ; σ(t) =

ε(t) = 0 d’après (3.1), il vient :

ε̇ =
σ̇

E
+
σ

η

=⇒ ε̇ =
σ0

η

=⇒ ε(t) =
σ0

η
t + ε0

comme

σ0 = Eε0 =⇒ ε0 =
σ0

E
ε(t) =

σ0

η
t +

σ0

E
"fonction de fluage"
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3. lois de comportement associables

Figure 3.2: Fluage de Maxwell.

Modèle de Kelvin-Voight
Il est constitué par l’association en parallèle d’un ressort de complaisance élastique E ; et d’un

amortisseur de coefficient de viscosité η.
Soient ε1 et ε2 les déformations, σ1 et σ2 les contraintes, respectivement dans le ressort et dans

Figure 3.3: Modèle de Kelvin-Voight.

l’amortisseur. D’après les équations rhéologique (de comportement) ; il vient :

σ1 = Eε1 et σ2 = ηε̇2

D’après les lois d’association en parallèle, la contrainte σ et la déformation ε, totales s’écrivent :{
ε = ε1 = ε2

σ = σ1 + σ2

σ = Eε1 + ηε̇2

σ = Eε + ηε̇

telle est l’équation rhéologique du modèle Kelvin-Voight.
Cette relation est une :équation différentielle à coefficients constants avec second membre, qui s’in-
tègre facilement en supposant connu le trajet de chargement σ(t) de la manière suivante :
L’équation homogène

Eε + ηε̇ = 0
έ

ε
= −

E
η

=⇒ ε(t) = ke−
E
η t

par la méthode de variation des constants, on obtient (k) :
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3. lois de comportement associables

ε(t) = k(t)e−
E
η t

=⇒ ε̇(t) = k̇(t)e−
E
η t
−

E
η

K(t)e−
E
η t

=⇒ ηk̇(t)e−
E
η t = σ(t)

=⇒ k̇(t) =
1
η
σ(t)e

E
η t

=⇒ k(t) =
1
η

∫ t

−∞

σ(s)e
E
η sds

=⇒ ε(t) =
1
η

∫ t

−∞

σ(s)e−
E
η (t−s)ds (3.2)

De même, Puisque la valeur de ε à l’instant t, dépend des valeurs du σ aux instants passés, donc le
milieu à mémoire qui est évanescente a cause de l’exponentielle décroissante (Elle se relâchée avec
le temps).

Essai de fluage
On impose brusquement une contrainte constante σ(t) = σ0 ; ∀t ≥ 0, et on étudie l’évolution de

la déformation ε au cours du temps avec les condition initiales t > 0 ; σ(t) = ε(t) = 0 d’après (3.2), il
vient :

ε(t) =
1
η

∫ t

0
σ0e−

E
η (t−s)ds

=⇒ ε(t) =
σ0

η

[ η
E

e−
E
η (t−s)

]t

0

=⇒ ε(t) =
σ0

E
(1 − e−

E
η t)

donc

ε(t) =
σ0

E
(1 − e−

E
η t) "fonction de fluage"

Figure 3.4: Fluage de Kelvin-Voight.
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3. lois de comportement associables

3.2.2 Modèles à trois éléments
Il est constitué par l’association en parallèle d’un amortisseur de coefficient de viscosité η2 et

d’un ressort de complaisance élastique E, et les deux sont associés en série avec un amortisseur de
coefficient de viscosité η1.
l’équation différentielle de ce modèle est donnée par :

Figure 3.5: Modèles à trois éléments.

(1 + λ1
d
dt

)σ = η1(1 + λ2
d
dt

)ε̇

tel que

λ1 =
η1 + η2

E
, λ2 =

η2

E

3.2.3 Modèles à quatre éléments
Il est constitué par l’association en série d’un élément de Maxwell et d’un élément de Kelvin-

Voight.
l’équation différentielle de ce modèle est données par :

Figure 3.6: Modèles à quatre éléments.

σ̇ + (
E1

η2
+

E1

η1
+

E2

η2
)σ̇ +

E1E2

η1η2
σ = E1ε +

E1E2

η2
ε

l’équation de fluage du modèle est la somme des équation de fluage des modèles de Maxwell et de
Kelvin-Voight :

ε(t) =
σ0

η1
t +

σ0

E1
+
σ0

η2
(1 − e−

E2
η1

t) "fonction de fluage"
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3. lois de comportement associables

3.3 Lois de comportement viscoplastiques(Viscosité +Plasticité)
La lois de comportement de viscoplastique est de la forme :

σ̇ = f (ε, ε̇).

Les différents modèles associant en série ou en parallèle d’un amortisseur de coefficient de viscosité
η, et d’un patin de seuil de plasticité σs.

Figure 3.7: Modèles viscoplastiques .

3.4 Lois de comportement élastoplastiques(Elastique+ Plastique)
La lois de comportement de élastoplastique est de la forme :

σ̇ = D.ε̇

où

σ̇ : la dérivée première de par rapport au temps, σ̇ = ∂σ
∂t .

D : la matrice d’élasticité dans le cas de d’élasticité linéaire.
ε̇ : la dérivée première de ε par rapport au temps, ε̇ = ∂ε

∂t .

Les différents modèles associant en série ou en parallèle d’un ressort de complaisance élastique E, et
d’un patin de seuil de plasticité σs.

Figure 3.8: Modèle elasto-plastique.
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Résumé

Dans ce mémoire, on a présente une synthèse sur les lois de comportement ;à savoire :

— Lois de comportement de base (élasticité, viscosité, plasticité ).

— Lois de comportement associables (viscoélasticité, viscoplasticité, élastoplasticité)

Mots clés : Elasticité, viscosité, plasticité.

Abstract

In this memorandum, we presented a synthesis of the laws of behavior ; to be known :

— Laws basic behavior (elasticity, viscosity, plasticity ).

— Laws assignable behavior (viscoelasticity, viscoplasticité, elastoplasticity).

key words : Elasticity, viscosity, plasticity
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CONCLUSION

Ce mémoire a permis de présenter deux types de loi de comportement représentée dans (loi de
comportement de base, loi de comportement associable).

Loi de comportements base existe trois types :comportement élastique, comportement visqueuse et
comportement plastique.

Loi de comportements associable résultent de la composition de comportements base tel que il existe
des comportements composés de deux comportement de

base :viscoélastique,viscoplastique,élastoplastique,
a la fois, il a permis de présenter plusieurs aspects concernant les matériaux qui sont utilisés dans

tous les secteurs de l’ingénierie et des systèmes mécanique.

30



Annexe A

Annexe A

Cette partie est destinée à faciliter la lecture de l’exposer et elle comprend des rappels sur des notions
supposées connues et quelques théorèmes d’existence.

A.1 Rappels sur les espaces de Hilbert
Soit X un espace vectoriel et 〈., .〉x un produit scalaire sur X c’est à dire

〈., .〉x :XX→ R

est une application bilinéaire symétrique et définie positive on note par |.|x l’application de X dans R+,
définie par :

|u|x = 〈u, v〉
1
2
x (A.3)

|.|x s’appelle la norme sur X. On dit que X est un espace de Hilbert siX est complet-+ pour la norme
définie par A.3.

A.2 Définition des espaces H etH
A partir de L2(Ω), on a :

H = [L2(Ω)]3,H = [L2(Ω)]33
s (A.4)

sont des espaces de Hilbert munis respectivement des produits scalaires suivants :

〈u, v〉H =

∫
Ω

uividx ∀u, v ∈ H. (A.5)

〈σ, τ〉H =

∫
Ω

σi jτi jdx ∀σ, τ ∈ H . (A.6)

Leurs normes sont définies de la façon suivante :

|u|2H =

∫
Ω

|u|2dx ∀u ∈ H, |σ|2
H

=

∫
Ω

|σ|2dx ∀σ ∈ H (A.7)

A.3 Espace lié à l’opérateur de déformation ε
Soit ε l’opérateur de la déformation qui est définie en(1.11), on définit l’espace lié à cet opérateur

par :

H1 = {u ∈ H/ε(u) ∈ H} (A.8)

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :
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Annexe A

〈u, v〉H1 = 〈u, v〉H + 〈ε(u), ε(v)〉H . (A.9)

et la norme associée est définie par :

|u|2H1
= |u|2H + |ε(u)|2

H
, ∀u ∈ H1 (A.10)

A.4 Espace Lié à l’opérateur divergence
L’opérateur de divergence est définie par :

div : D→ D ou div : H → H.

tel que

divΦ = (∂iΦi j), i = 1, 2, 3 ∀Φ ∈ D

L’espace lié à cet opérateur est définie par :

H1 = {σ ∈ H/divσ ∈ H} . (A.11)

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

〈σ, τ〉H1 = 〈σ, τ〉H + 〈div(σ), div(τ)〉H . (A.12)

et la norme associée est définie par :

|σ|2
H1

= |σ|2
H

+ |divσ|2H ∀σ ∈ H1. (A.13)

A.5 Quelques propriétés sur les espaces considérés
Pour espace X de Hilbert nous avons les inégalités suivantes :

〈 f , g〉X ≤ | f |X |g|X, ∀ f , g ∈ X. (A.14)
| f |X − |g|X ≤ | f + g|X ≤ | f |X + |g|X, ∀ f , g ∈ X.

d’après (A.10) et (A.12)on a :

|u|H ≤ |u|H1 , |ε(u)|H ≤ |u|H1 ∀u ∈ H1 (A.15)
|σ|H ≤ |σ|H1 , |divσ|H ≤ |σ|H1 ∀σ ∈ H1 (A.16)

〈divσ, ϕ〉H + 〈σ, ε(ϕ)〉H = 0, ∀σ ∈ H1, ϕ ∈ D
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A.6 Les application traces
Application trace associée à H1

Il existe une application linéaire continue et surjective γ et une constante c>0,qui dépend de Ω telle
que :

γ : H1 → HΓ = H
1
2 (Γ)3. (A.17)

Tel que γu = u/Γ ∀u ∈ H1,

|γu|HΓ
≤ c|u|H1 (A.18)

et une application inverse linéaire continue Z : HΓ → H1 tel que :

γ(Z(ς)) = ς, ∀ς ∈ HΓ

|Z(ς)|H1 ≤ c|ς|HΓ
∀ς ∈ HΓ c > 0. (A.19)

Application trace associée àH1

et une application inverse linéaire continue et surjective γυ

γv : H1 → H
′

Γ
tel que γvσ = σv, ∀σ ∈ H1.

et une application inverse linéaire continue
Zv : H

′

Γ
→ H1 tel que

γv(Zv(Σ)) = Σ, ∀Σ ∈ H
′

Γ

γv vérifier la formule de base :

〈γvσ, γu〉H́1+HΓ
= 〈σ, ε(u)〉H + 〈divσ, u〉H ∀u ∈ H1 σ ∈ H1 (A.20)

On définit les espaces suivants :
V = {u ∈ H1/γu = 0 p.p sur Γ1} ,V = {σ ∈ H1/divσ = 0 , σv = 0 p.p sur Γ2} ⊂ H1.

W = {σ ∈ H1/σv = 0 sur Γ2} ⊂ H1.

La formule de base devient :

〈σ, ε(u)〉H + 〈divσ, u〉H = 0, ∀u ∈ V, σ ∈ W.
〈σ, ε(u)〉H = 0, ∀u ∈ V, σ ∈ V,

Théorème 1 (L’inégalité de korn)
Soit mes (Γ1) > 0, alors il existe une constante C>0 qui dépend de Ω et Γ1 tel que

|ε(u)|H ≥ C|u|H1 , ∀u ∈ V.
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A.7 Quelques théorèmes d’existence
Théorème 2 (Lax-Milgram)
Soit X un espace de Hilbert, soit a : XX → IR une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour
tout f ∈ X

′

il existe u ∈ X unique tel que

a(u, v) = f (v), ∀v ∈ X.

Théorème 3 (Point fixe de Banach)
Soit X un espace de Banach, soit G : E → E

′

une application contractante c’est à dire

|Gu1 −Gu2|É ≤ k|u1 − u2|É ∀u1, u2 ∈ E avec 0 < k ≤ 1.

Alors G admet un point fixe unique ,Gu = u

Théorème 4 (Minty-Browder)
Soit E espace de Banach . Soit A : E → E

′

une application non linéaire fortement monotone et de
Lipschitz, alors pour tout f ∈ É il existe u ∈ E unique tel que Au = f .

Théorème 5 Si A est un opérateur linéaire, continue et défini positif et K est un convexe fermé non
vide de H, alors l’inéquation variationnelle elliptique :

u ∈ K, 〈Au, v − u〉H ≥ 〈 f , v − u〉, ∀v ∈ H (A.21)
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