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Introduction

La mécanique des fluides est la science des lois de 1’écoulement des fluides. Elle est la base de
dimensionnement des conduites de fluides et des mécanismes de leur transfert. C’est une branche
de la physique qui étudie les écoulements de fluides, liquides et gaz, lorsqu’ils subissent des forces
ou des contraintes.

La plupart des écoulements sont régis par les équations de Navier-Stokes, qui sont des équations
aux dérivées partielles non linéaires qui décrivent le mouvement des fluides Newtoniens ou non-
Newtoniens, I’équation de Stokes est une forme simplifier de I’équation de quantités de mouvement
contenue dans les équations de Navier-Stokes (le terme de convection est négligé).

Les équations de Navier-Stokes jouent un role trés important dans toute la physique, elles sont
nommeées ainsi pour honorer les travaux de deux scientifiques du XIX® éme siécle : le mathématicien
et ingénieur frangais Claude Louis Henri Navier (1785-1836) qui a introduit un terme supplémen-
taire & I’équation d’Euler, représente la perte d’énergie dans le fluide en 1820, et le mathématicien
et physicien britannique né en Irlande George Gabriel Stokes (1819-1903) qui a donné sa forme
définitive a ’équation de conservation de la quantité de mouvement en 1845.

Entre-temps, divers scientifiques ont contribué a 'avancement du sujet : Augustin Louis Cauchy
et Siméon Denis Poisson en 1829 et Adhémar Barré de Saint-Venant en 1843. Elles demeurent
jusqu’au jour d’aujourd’hui difficilement intégrable malgré leurs caractére déterministe car elles
comportent des termes non linéaires.

Pour résoudre les équations de Stokes ou de Navier-Stokes, il est en général postulé que la vitesse
du fluide au voisinage de la paroi solide est nulle. C’est la condition de non-glissement & la paroi.
Plusieurs expériences ont montré que cette condition n’est pas satisfaite, et que le fluide ne peut
traverser la surface solide. Sa vitesse est forcement nulle dans la direction perpendiculaire a la sur-
face. En revanche, elle n’est pas forcement nulle dans les direction tangentielle. En toute rigueur,
il y a un glissement qui peut étre modélisé par des différentes lois de frottement, par exemple la
loi de Tresca et la loi de Coulomb, ... etc. Ce genre de probléme est motivé par les phénomenes de
lubrification et d’injection/extrusion.

L’étude mathématique des équations de Navier-Stokes ou Stokes avec un glissement donné par
ces conditions a été fait par beaucoup de chercheurs :

-H.Fujita est le premier qui a étudié la loi de Tresca (voir [14], [15]) ou il a montré l'existence
et I'unicité pour le probléme de Stokes stationnaire.

-N.Saito a établit des propriétés de régularité pour les solutions (voir [24]).
On cite aussi [1], [2], [3], [8]-

-Dans [3], ils ont prouvé I'existence et 1'unicité de solutions d’un systéme de Stokes instationnaire



avec la loi de Tresca et ils ont établit des propriétés de régularité pour ces solutions. De plus, ils
ont montré 'existence de solutions avec la loi de Coulomb.

La plupart des systémes physiques se modélisent par des équations aux dérivées partielles non
linéaires. Dans ce travail on étudie un probléme parabolique d’un fluide Newtonien incompressible
gouverné par 1’équation de Stokes avec la condition de Tresca sur une partie du bord ou la viscosité
est constante qui s’exprime de la fagon suivante (voir [3])

(

% — 2div(uD(v)) + Vp = f dans Qx]0, T,
) =0 dans  Qx]0, T
v=20 sur T'y1x]0,T],
(Po)R V= 9¢ sur Tpx]0,T],
Un=v-n =0 sur Tyx]0,T],

|UT| < l — Vr = O
lo;|=1l=3IN>0, v, =-MXo, sur T'yx]0,T7,
L0(0,-) =" dans €,

ou v, p désignent respectivement la vitesse et la pression du fluide (inconnues), p sa viscosité et
f = (f1, f2, f3) est le vecteur des forces extérieures données.

Ce mémoire s’articule autour de trois chapitres.
Dans le premier chapitre, on présente quelques notions et résultats fondamentaux d’analyse
fonctionnelle, qui seront utilisées dans ce mémoire. On va rappeler également les définitions et les
propriétés des espaces de Lebesgue, Sobolev a valeurs réelles et a valeurs vectorielles, et quelques
résultats sur la topologie faible et la topologie faible *.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse a étudier I’écoulement isotherme d’un fluide Newto-
nien incompressible et instationnaire, gouverné par 1’équation de Stokes qui occupe un domaine
Q2 borné de R3. On introduit les équations qui gouvernent cet écoulement, ainsi que les conditions
aux limites et initiales. Ensuite, on établit la formulation variationnelle de ce probléme, on obtient
que cette formulation variationelle est donnée par une inéquation variationnelle parabolique.

Le troisiéme chapitre est consacré a étudier I'existence et 'unicité de la vitesse et la pression
solutions de I'inéquation variationnelle obtenue. On prouve l'existence de la vitesse en utilisant la
méthode de Galerkin. Ensuite, on montre I'existence de la pression en utilisant le théoréme de De
Rham. Enfin, on étudie I'unicité de la solution du probléme, et on termine notre travail par une
conclusion générale.



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et résultats fondamentaux d’analyse fonc-
tionnelle qui seront utilisées dans ce mémoire.
Dans tout le chapitre, le corps K =R ou C.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espace vectoriel normé

Définition 1.1 (Norme). Soit E un K-espace vectoriel. Une norme sur E est une application
-l E — Ry
z = [z,
ayant les trois propriétés suivantes :
(1)Vx e E, |z||=0«<z=0.
(2) | Az|| = |\ - |l=]|, VzeE, V&K (Homogénéité).
(3) |z +yll < |zl + llyll, Vz,y € E (Inégalité triangulaire).

Définition 1.2 (Espace vectoriel normé). Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel
muni d’une norme sur E.

1.1.2 Espace de Banach

Définition 1.3 (Suite de Cauchy). Soit (E, ||-||) un e.v.n, une suite (un)nen d’éléments de E
est dite de Cauchy si et seulement st

Ve >0, IN.€N, V(n,m)eN? n,m>N.= |u,—u,l| <e.

Définition 1.4 (Espace de Banach). Un espace de Banach E est un espace vectoriel normé
complet (c’est-a-dire si toute suite de Cauchy de E est convergente dans E ).

Exemple 1.1. L’espace C°([0,1]) des fonctions continues sur [0, 1], muni de la norme de conver-
gence uniforme définie par

[flloe = sup. [f(@)], vfeC(o.1]),

z€[0,1

est un espace de Banach.
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Proposition 1.1. [22| Tout sous espace vectoriel fermé d’un espace de Banach est lui méme un
espace de Banach pour la norme induite.

Définition 1.5 (Dual topologique). Le dual topologique d’un espace vectoriel normé E sur le
corps K, est Uensemble des formes linéaires continues de E dans K, on le note E . (i.e E =
L.(E,K)). Soit f € E', on désigne par ¢ : E — R Uapplication définie par

pr(x) = (f, x>E',E7

o (.,.) g est le crochet de dualité entre E et E .
La norme duale est définie par

£l = sup K02l
weBar0  |7]e

Le bidual topologique E” est le dual topologique de E' .

1.1.3 Espace séparable

Définition 1.6 (Partie dense). Soit E un espace vectoriel normé et X une partie de E. On dit

que X est dense dans E si pour tout y € E, il existe une suite (z,)neny C X telle que x,, — y dans
E.

Définition 1.7. Soit E un espace vectoriel normé, E est séparable s’il existe une partie D de E
dénombrable et dense dans E.

1.1.4 Espace Reéflexif

Il y a une application linéaire et continue J : £ — E” qui & * € E associé 'application
J(z) : E" — R définie par

J(x)(p) =¢x), VeeE, VpekE.

On écrit aussi
(J(x), o)y =0, 0)r py VT EE, Vpek.
Donc J envoie z vers la forme linéaire continue sur E' donnée par 'évaluation en z. L’application

J préserve la norme ||J(x)|| = ||z|| donc J est injective.

Définition 1.8. Un espace vectoriel normé est dit réflexif si l’injection canonique dans son bidual

topologique est surjective (J(E)=E").

1.1.5 Espace de Hilbert

Dans cette partie nous rappelons quelques notions fondamentales sur les espaces de Hilbert.
Définition 1.9 (Produit scalaire). Soit H un espace vectoriel sur K. Un produit scalaire sur H
est une application (-,-) : H x H — K, telle que, pour tous x,y,z € H et a, f € K,

(1) (x,z) > 0, (Positivité).
(2) {(x,x) =0 x =0, (Définie).




1.1. ESPACES FONCTIONNELS Chapitre 1

(3) (z,y) = (y,2).
(4) (ax + By, 2) = alx, 2) + Bly, 2), (Linéarité).

Définition 1.10 (Espace préhilbertien). Un espace préhilbertien est un espace vectoriel normé
H muni d’un produit scalaire.
||| = \/{x,x) définie une norme sur H appelée norme Hilbertienne.

Définition 1.11 (Espace de Hilbert). Un espace de Hilbert H est un espace préhilbertien complet
pour sa norme Hilbertienne. C’est donc un cas particulier d’espace de Banach.

Exemple 1.2.

(1) Tout espace préhilbertien de dimension finie est un espace de Hilbert.

(2) L’espace 1*(N) des suites complexes (ou réelles) (x,)ns0 telle que Z |z, |* < 00 muni de
n=0

<(xn)n20> (yn)n20> - Z xn%v
n=0

est un espace de Hilbert.

Projections orthogonales

Définition 1.12 (Orthogonalité). On dit que deux vecteurs x et y d’un espace préhilbertien H
sont orthogonauz, si {(x,y) =0 on note x L y.

Définition 1.13. Une partie C' d’un espace vectoriel est dite conveze si pour tous x,y € C, pour
tout X € [0,1] : Az + (1 =Ny e C.

Théoréme 1.1 (Projection sur un convexe fermé). Soit H un espace de Hilbert, et soit C
une partie convexe et fermée, non vide de H. Alors, pour tout x € H, il existe un unique y € C'
tel que

i~ yll = dist(z,C) = inf |}~ 2|

on dit que y = Po(x) est la projection de x sur C.

Preuve.

1) Existence :

Soit d = dist(x,C) = inf,cc ||z — z||. Notons que si d = 0, alors € C' (car C' est fermé), et y = x
est 'unique point de C tel que ||z — y|| = d. Par définition de d et caractérisation séquentielle de
la borne inférieure on a, pour tout n > 1, il existe (y,), € C tel que

1
2 = yul* < d® + —.
n
On applique l'identité de parallélogramme sur = — y,, et x — y,, pour n,m > 1, on obtient :

|2 = Yo+ 2 — yul]> + |12 = ¥n — 2 + yul* = 2(]|2 — yu|* + |2 — yml?)
2

Yn + YUm
T+ Ny =yl = 201z = wall® + [l = yml1?),

&4
2

xr —
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on a WTym € C, car C est convexe, donc
?"L+ m
on obtient
Yo+ Y |”
Yn = ymll® = 2(lz = yull* + 1z = ymll*) — 4 T
1 1 1 1
< 2<d2+—+d2——)—4d2:2<—+—>.
n m n o m

La suite (y,), est par conséquent une suite de Cauchy. Comme H est complet, elle converge vers
y € H. Mais comme C' est fermé, y € C.
Comme ||z — y,||* < d®+ %, en passant & la limite ||z —y|| < d, et par définition de d, ||z —yl| = d.

2)Unicité :
On suppose qu'il existe y;,y2 € C, ||z — y1|| = ||z — y2|| = d,
on applique l'identité de parallélogramme sur = — y; et x — yo on obtient

2

+ Iy — w2l

_l’_
R e

= 2([lz = nll* + llz — g2ll*) = 2(d* + d*),

d’ou [|y1 — y2||* <0, ce qui n’est possible que si y; = ys.
O
Le cas particulier le plus important du théoréme précédent est la projection sur un sous espace

vectoriel fermé F' de H.
Corollaire 1.1. [16] Soit x € H
(1) Siy € F tel que
lz = yll = nf flz - z].
Alors x — y est orthogonale a F (i.e orthogonale a tous les vecteurs z € F).
(2) Réciproquement, siy € F et tel que (x —y) L F alors ||z —y|| = ;gff7 |z — z|| (i.ey = Pr(x)
est la projection de x sur F).
(3) La projection orthogonale Pp : H — F' est une contraction linéaire (i.e. une application linéaire

telle que pour tout v € H, || Pp(z)| < ||z

Définition 1.14 (Base orthonormée). Soit H un espace de Hilbert et (w;);e; une famille d’élé-
ment de H, I un ensemble arbitraire non vide. On dit que c’est une famille orthonormée, ou un
systeme orthonormé si

(1) |lwi]| =1, Viel,
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Théoréme 1.2 (Projection sur un s.e.v de dimension finie). Soit (wy,ws, -+ ,w,) une
famille orthonormée finie dans un espace de Hilbert H. Posons F = Vect(wy,wa, - ,wy,) le
sous-espace vectoriel de H engendré par les w;, alors pour tout vecteur x € H, le vecteur y =
Yo (x,w)w; est la projection orthogonale de x sur F, c’est-a-dire que y € F et que le vecteur
x —y est orthogonale a F.

Preuve. Il est évident que y € F, et il est clair que (y, w;) = (x,w;) pour tout j =1,--- ,n, donc
x — y est orthogonal a tous les (w;), ce qui implique que & — y est orthogonal a F. 0

Définition 1.15 (Base Hilbertienne). On dit qu’une famille dénombrable orthonormée (wy,)n>1
dans un espace de Hilbert H est une base de H, si l’ensemble {w,,n > 1} est totale (le sous espace
engendré par l’ensemble {w,,n > 1} est dense dans H ).

Théoréme 1.3. [5| Tout espace de Hilbert séparable posséde une base Hilbertienne.

Théoréme 1.4 (Représentation de Fréchet-Riesz). |5 Soit H un espace de Hilbert. Pour
toute ® € H', il existe un (unique) y € H tel que

O(z) = (z,y), VreH.

Quand on veut résoudre un probléme aux limites en cherchant une autre formulation du pro-
bléme, on est amené & introduire des espaces dans lesquels vont étre contenues des informations
utiles. Donc, il est nécessaire de rappeler ici quelques espaces fonctionnels nécessaires dans ’étude
mathématique du probléme de Stokes instationnaire qu’on va traiter dans ce travail (les espaces :
LP, WHP & valeurs réelles et vectorielles - - ).

Définition 1.16 (Domaine lipschitzien). Le domaine Q C RY est dit lipschitzien s’il existe
une famille de boules ouvertes (B;)i=12....  telle que 02 C UleBi, de plus sur chaque B;, il existe
un systeme de cordonnées (xy1,--- ,xy) et une fonction V; lipschitzienne telle que

QUB,; = {(351, e >$N) €B;, z,< ‘I’i(ﬂcb ce 7xN71>}-

Cela signifie que la frontiére de €0 peut-étre vue comme le graphe d’une fonction lipschitzienne.
La plupart des domaines classiques (en particulier les polygones en dimension 2 et presque tous les
polyédres en dimension 3) sont lipschitziens.

Partout dans ce chapitre, £ désigne un domaine (ouvert et connexe) borné lipschitzien de RY,
muni de la mesure de Lebesgue dx.

1.1.6 Les espaces LP(f)

Donnons immédiatement des définitions, des théorémes ainsi que des résultats de réflexivité,
de séparabilité et de dualité concernant I’espace LP(€2).
Définition 1.17 (Fonctions intégrables). On dit qu’une fonction mesurable f :  — R est

intégrable au sens de Lebesgue si : [ |f]dz < oc.
Q

10



1.1. ESPACES FONCTIONNELS Chapitre 1

Définition 1.18 ( Espaces de Lebesgue LP(Q2)). Soit 1 < p < oo, on appelle l'espace de
Lebesque LP(2) l’ensemble

LP(Q):{f:Q—HR f mesurable et/|f|pda7<oo},
Q

Il = [ f@)ym)’l’.

Pour p = oo, L>(Q) est l'espace des (classes de) fonctions f mesurables et essentiellement bornées
sur €2, c’est-a-dire

munt de la norme

L=(Q)={f:Q—=R, fmesurable, 3¢>0: |f(x)| <c presque partout sur Q},
muni de la norme

| fllzeo(@) = supesszeal f(x)] = inf{c >0, |f(x)| < c presque partout sur §2}.

1
Exemple 1.3. Soit la fonction f(x) = — définie sur (0,1) et m >0, on a
:L\m

1
o Pourp< —
m

/1 1| 1
—| dr = < 00,
0 |x™ 1—mp
donc f € LP(0,1).
1
e FEn particulier, si m = 5 on a
1 P
1 2
[ =2
0 |lx2 2—p

sip € [1,2] alors f € LP(0,1), sip € [2,00], alors f ¢ LP(0,1).
e Sim=1letp=1

| |
/—dmzlim —dz
0

x a—0t [, X

= lim [l !
Tim, [in(2)]}

= lim [In(1) — In(a)]

a—0t

donc, f & L'(0,1).

Définition 1.19 (Support d’une fonction continue). Soit f : Q@ — R une fonction continue,
on appelle support de f noté supp(f) 'adhérence de ’ensemble des points en lesquels la fonction
ne s’annule pas

supp(f) ={z € Q f(z) # 0}

Définition 1.20 (L’espace D(2)). On désigne par D(Q) espace des fonction de classe C™ sur
() & support compact.

11



1.1. ESPACES FONCTIONNELS Chapitre 1

Définition 1.21 (Distribution). Une distribution T sur € est une forme linéaire continue sur
D(Q)
¢ € D(Q) = (T, ¢)p ().p) €R,

/

ol (., )p'().p(ay €st le crochet de dualité entre D (Q) et D(C2).
Le dual topologique de D(Q) est D'(Q) = L.(D(Q),R).

Définition 1.22 (Dérivée au sens de distribution). Les dérivées premiéres de T au sens de
distribution sont définies par

oT Op .
V@GD(Q)’ <al’1’90>__<T’8_.T7,>7 VZ_177N

Théoréme 1.5 (Densité). [5| Pour tout 1 < p < oo, l'espace D(RY) est dense dans LP(2) c’est-
a-dire que pour toute fonction f € LP(QQ) et pour tout € > 0, il existe une fonction f. € D(Q) telle

que || f — fellzr) < €.

Définition 1.23 (Exposant conjugué). Soit 1 < p < oo, on désigne par q l’exposant conjugué
de p, qui vérifie % + % = 1.

Théoréme 1.6 (Dualité dans LP(Q2)). [9] Soit 1 < p < oo, le dual topologique de LP(Q) est
LY(2) ou q est le conjugué de p. En particulier, le dual de L'(Q2) est L=(1Q).

Théoréme 1.7 (Inégalité de Young). [5| Soit 1 < p < oo et g son exposant conjugué
1 1
ab < —a? + -b?, Va,b>0.
p q
Théoréme 1.8 (Inégalité de Holder). [5] Soient f € LP(Q) et g € LY(QY), alors fg € L'(Q) et

/Q Falde < |l lgl e

Si p = q = 2, on obtient I'inégalité de Cauchy-Schwarz
Théoréme 1.9 (Inégalité de Minkowski). [5] Soient f,g € LP(Q2) (1 < p < 00), alors f+g €
LP(Q)) et
1+ gller@) < I fller@) + 9]l r@)
Lemme 1.1. (Lemme de Fatou) [5] Soit (f,,)nen une suite de fonctions de L'(Q) telle que
- pour chaque n, f,(z) > 0 presque partout sur §2,

- sup/an(:v) dx < 00.

Pour chaque x € ), on pose

f(z) = liminf f,(x),

n—-+0o0o

12



1.1. ESPACES FONCTIONNELS Chapitre 1

Théoréme 1.10. (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue) [5] Soit (f,)nen une
suite de fonctions de L'(Q). On suppose que

a) fu(z) = f(x) presque partout sur €2,
b) il existe une fonction g € L*(Q) telle que pour chaque n € N on a

|fu(2)| < g(x) presque partout sur €.

Alors, f e LNQ) et || fu— fllLr@ — 0.

Corollaire 1.2. (Convergence dominée dans LP(12)) [21] Soient p € [1,00[ et (fn)nen une
suite de fonctions de LP(£2). On suppose que

1- fu(x) = f(x) presque partout sur €,

2- il existe une fonction g € LP(Q2), telle que pour chaque n on a
|fu(2)] < g(x) presque partout sur €.
Alors, f € LP(Q) et f, = [ dans LP(QY), (c’est-a-dire || f,, — f]l, = 0).

Proprietés 1.1. [5]

(1) LP(2) est un espace vectoriel et ||.||, est une norme pour tout 1 < p < oco.

(2) LP(QQ) est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.
(3) LP(Q2) est séparable pour tout 1 < p < oo.
(4) LP(Q) est réflexif pour 1 < p < oc.

Théoréme 1.11. [5] Soit (f,) une suite de LP(S2) et f € LP(Q), tels que || fo — [l o) — O
Alors, il existe une sous-suite extraite (f,, ) telle que

a) fn,(x) = f(z) presque partout sur €2,
b) | fn. ()] < h(z), Yk et presque partout sur €2, avec h € LP(S).

Définition 1.24. Soient (X, ||.||x) et (Y,|.]ly) deuz espaces normés
(1) X = continue Y, signifie X CY avec linjection continue c-a-d

de >0, Jully <clullx, Yue X-

(2) X —compacte Y st de toute suite bornée dans X, on peut extraire une sous suite converge
dans 'Y .

Théoréme 1.12 (Comparaison entre les espaces L?(Q)). |9] Soit |Q] = [, dz < co.
Alors, L™(Q) = continue LP(), V1< p<r<oo.

1
(i.e il existe une constante c telle que ||ul|Lr) < cllullir), Yu € L7(Q) owc=|Qr 7).

13
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1.1.7 L’espace W?(Q)
Définition 1.25. Soit p € R avec 1 < p < oo. On définit Iespace de Sobolev W'P(Q) par

0
o 0T 0

Pour u € W'?(Q), on note

ou ou ou

=g; et == .., =).

3xi g ¢ Vu (81’1 afL’N)

L’espace WP (Q) est muni de la norme
6u

[ullwrae) =

€ LP(Q) .

Pour p =2, on pose HY(Q) = W12(Q), muni du produit scalaire

ou v
<u,v>H1(Q) (u,v) L2(Q ‘l‘ Z <0$Z 8LIZZ> Q)‘

Proposition 1.2. [5] Soit 1 < p < oo, WHP(Q) muni de la norme ||.||wir) est un espace de
Banach, séparable si 1 < p < oo et réflexif st 1 < p < oo.

Théoréme 1.13. [5| L’espace H'(Q)) est un espace de Hilbert pour son produit scalaire.

Théoréme 1.14 (Injection de Sobolev). (]9],[21])
(1) Si1<p <N, alors W'(Q) < ontinue L"(Q) pour tout r € [1,p*] ou p* = NN—_";.
(2) Sip= N, W(Q) < ontinue L"(Q) pour tout r € [1,+00.
(3) Sip> N, alors W' (Q) < continue LZ(Q).

Maintenant, on considére le théoréme de compacité de Rellich-Kondrachov suivant :

Théoréme 1.15 (Rellich-Kondrachov). (]9],[21])
(1) Si 1 <p < N, alors W'(Q) < compacte L' () pour tout r € [1,p*[ o 1% =
(2) Sip= N, alors W5 (Q) < compacte L"(Q) pour tout r € [1, +o0].
(3) Sip> N, alors WH(Q) = compacte C(Q).

S e
z|=

En particulier WHP(Q2) C LP(Q) avec injection compacte pour tout p.

Exemple 1.4. On définit la fonction u(x) = |z|, pour z € (=1,1), on a
1 1 0 1 9
/ lu(z)|?* doe = / |z|?dx = / (—x)* dz —i—/ 2 dr = = < 400,
-1 -1 -1 0 3

14
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alors u € L*(—1,1).
D’autre part, on a

o (z) = —1 st ox <0,
o 1 st x> 0.

1 0 1
/1 lu'(z)|? = /1(—1)2 dx +/0 1?2 dr = 2 < +o0,
donc v’ € L*(—1,1).

De plus, pour toute fonction ¢ € D(—1,1), on a

Alors,

/_ () () dr = — /_ i (@)o(a) dr.

1
En effet, on intégre par parties on obtient

/ () (0) do = / @)l (a) da + / u(@)g () do

1 -1

= /0 —xy'(x) dx + /01 z¢'(x) dx

-1

= —zp(2)]°, —l—/

[ olo) da+zp@ly - [ ola) do

__ (—/j(’p(m) dx+/olg0(:v) dm)
__ ( /_ i o (2)p(x) dx + /O L (@)oa) dx)

- [ W) ar

1

d’ou, uw € H'(—1,1).

1.1.8 L’espace W,”(Q)
Définition 1.26. Soit 1 < p < oo, l'espace Wy P(Q) désigne la fermeture de D(Q) dans W'P(Q).

Proprietés 1.2. [5]
(1) Sip=2, on note H (Q) = W, *(Q).
(2) L’espace WyP(Q) muni de la norme induite par W'?(Q), est un espace de Banach sépa-
rable.
(3) Sil<p<oo, WyP(Q) muni de la norme induite par W'?(Q) est réflexif.
(4) L’espace H}(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H'(Q).

Lemme 1.2. [5] Soit u € W'P(Q), 1 < p < 0o, avec u est a support compact inclus dans €2,
alors u € Wy (Q).

Remarque 1.1. [5] On désigne par W=19(Q), q = -5, 1< p < oo lespace dual de Wy (Q) et
par H=Y(Q) lespace dual de H}(Q).

15
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- On identifie L*(Q) et son dual. On a le schéma
Hy () € L*(Q) € H (),

avec injections continues et denses.

- Pour 2 N+2 <p< oo

Wy (Q) C L3(Q) ¢ WHP(Q),

avec injections continues et denses.

Dans lespace W, 7(Q), on a I'inégalité suivante

Théoréme 1.16 (Inégalité de Poincaré). [5]| Il existe une constante ¢ (dépend de Q et p) telle
que
lull oy < ellVullprg), YueWy”(Q), (1<p<oo).

1.1.9 Espace de Sobolev fractionnaire W*?(Q2)
Définition 1.27. Soient 0 < s <1 et 1 < p < 00, on définit

WWKD:{uEUﬁD,%@LﬁggeL%me},
r—y

munt de la norme

Ju(x) = u(y)]? z
|w|lwer(o) (/ |u]pdx+/ P dx dy

1
u(@) — uly)[” ’
[U]Ws,p(Q) = (/{; o W dx dy 5
est une semi-norme de u.

En particulier, si p =2 on note H*(2) = W2(Q).

Ou le terme

Théoréme 1.17. Pour s €]0, 1], l'espace W*P(Q2) est un espace de Banach.

Preuve. Soit (u,)nen une suite de Cauchy pour la norme HuHWS,p(Q). En particulier, (up)nen est
une suite de Cauchy dans LP(€2), elle converge donc dans LP(2) vers une fonction u € LP(£2).
D’autre part, la suite des fonctions (v,)nen telles que

est une suite de Cauchy dans LP(Q2 x ), donc elle converge aussi vers un élément de LP(€2 x 2). on
extraire une sous-suite (Uy(n))nen de (U, )nen qui converge presque partout vers u. On remarque alors

16
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que Vo(n)(x,y) converge, pour presque tout couple (x,y), vers v(z,y) = (u(z) — u(y)) |v — y|787*
En utilisant le lemme de Fatou 1.1, on obtient

u\xr . . uan on(y)p
//| SHN dxdyénl_lgloolnf//‘ SHN) ‘ dz dy.

Donc u € W*P(§2), et en réutilisant un passage a la limite quand m — +o0, dans [|v, — Vil 1o x0)
avec le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on obtient u, — u dans W*?(2). 0

Théoréme 1.18. [23] Soient s €]0,1[ et p € [1,4+00[, on a
o W*P(Q) est un espace séparable, pour tout 1 < p < 400.
o W5P(Q) est un espace réflexif, pour tout 1 < p < +00.

® |[llwezq est une norme Hilbertienne, et H*(S2) est un espace de Hilbert.

Proposition 1.3. [9] Soient 1 <p< oo et 0<s<s <1etu:Q— R une fonction mesurable,
alors

WS,’p (Q) %continue WSVP(Q) .

(e [luflwsr@) < cllullysn) ot ¢ = c(N,s,p) = 1).
De plus, cette injection est compacte.

Exemple 1.5. La fonction z — u(z) = In(z) € H*(0,1), avec s < 3.
En effet, on montre que In(z) € L?(0,1),

/Ol(m(gc))2 dr < +oo0.

Iy = /o (In(2))? dr = lim [ (In(x))? du,

a—0t J,

on intégre par parties, on obtient

/a (In(a))? dz = —a(n(a))? — 2 / (o) dr.

on intégre par parties, on obtient

/ (In(z))? dz = —a(In(a))* + 2aIn(a) + 2(1 — a).

Donc,
Iy = lim [—a(In(a))* 4+ 2aln(a) + 2(1 — a)] .
a—0t
1
Posons w = — on a alors a = —
a w

Lorsque a tend vers 07, — tend vers +00, donc w tend vers +oo. On peut écrire
a

aln(a) = ~In (l) _ Zln(w)

w w w

17
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d’ot |
T ) B A A
w—~+00 w Z—+00 exp(z)
D’autre part, on a
1 1\\?
lim a(lna)? = lim — (ln <—))
a—07t w—r+00 W w
1 2
= lim — (-1
L — (= In(w))
2
= lim : =0,

z—+o0 exp(2)

d’ou Iy =2 < +o0.
Maintenant, on évalue la semi-norme I = [ln(x)]%ls(m

|In () —In(y)|*
I _/ / ]x _ y’23+1 dz dy
' ln (2 W)l
/ / ‘y|25+1 |m 1|2 si1 dI dy7

x
on pose ¥ = —, alors
Y

1 pL 2
_os | In(Jy) —In(y)|
I:/ / T 1|25+1 dv dy
In(@)*
/ / 19’23+1 dv dy
[In (9)[? /é [In (9) 2

— B 1y Ay g Sk S A /)
/0 Yy ( o [1— g RN Yy

== [1 +[2

<

- Pour Iy, on a

[ In ()

W est équivalente o |In (0)|? au voisinage de 0 et a |1 — 9" au voisinage de 1. L’inté-

1
grale en 9 est donc convergente, et / Yy~ dy < 400 car 2s < 1, d'ou I, < +o0.
0

- Pour I, par le théoreme de Fubini, on a

|In (¥
I = / / 19|25+1 dv dy
[In ( >12 /é 5
= Sdy | d
/1 11— 19|23+1 ; Y

1 @) e
= —2s+1/ I 19’234-1/(9 d?.

18
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Or, on a

[In(9)”

Wﬁzs_l est équivalente a

est équivalente a au voisinage de +00, alors

IIn(9)]* |9 % au voisinage de +00 et au voisinage de 1 est équivalente a |1 — 9"~
Donc I, < 400, ce qui implique que I < 400, d’ou le résultat.

Théoréme 1.19 (Trace des fonctions des espaces de Sobolev). [21] Soit 1 < p < o0, il
existe une unique application linéaire et continue vy : Wl’p(Ql—> LP(0Q) qui prolonge lapplication
de restriction u — wpq définie sur le sous espace dense C*(Q).

Cette application appelée application trace, n’est pas surjective. Son image est notée WP (09).

Pour p = 2, on a Hz(9Q).
Proprietés 1.3. [21] On a les propriétés suivantes :

(1) Siue WhH(Q), alors usq € Wl_%’p(GQ) et

||U|BQHW1_%,p(8Q) < CHUHWLP(Q), Yu € Wl’p(Q).

De plus Uopérateur trace u — waq est surjectif de WHP(Q) sur Wl_%’p(aQ).

(2) Le noyau de lopérateur trace est Wy*(Q), ¢’est-a-dire
Wor(Q) = {u € W), upo =0}

(3) On a la formule de Green

/ auvdx:—/uav da:+/ wo(v-e;) dy, Yu,v € HY(Q),
Q O%i o Ox; o0

ol v est le vecteur unitaire de la normale extérieure a 052, v - e; est le produit Euclidien du vecteur
v et e;. Les fonctions u et v sont a comprendre comme ~yo(u) et vo(v).

(4) Pour p # 2 on a la formule de Green suivante (voir [11])
Pour 1 < p,q < +oo, siu € WHP(Q) et v e WH(Q) on a
ou ov

vdr=— [ u
o 0 o Oz

dx +/ wo(v - e;) dy.
o)

1.1.10 Espace de sobolev W:*(Q) ¢ W'?(Q) et inégalité de Poincaré
généralisée
Définition 1.28 (Espace des fonctions nulles sur une partie de bord). On définit

erip(Q) ={uecW(Q), u=0 sur I'|},

ot I'y une partie de 0S2.
Sip=2, on pose HL (Q) = W2 (Q).
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Théoréme 1.20 (Inégalité de Poincaré). On suppose que |I'1| > 0, il existe ¢ > 0 telle que
||u||Lp(Q) < C||Vu||Lp(Q), 1<p<oo, Yue WSIP(Q) (1.1)

Preuve. Notons d’abord que d’aprés la définition de la norme W1P(Q) c’est équivalent & montrer
que
Je> 1, ullwieg) < |Vulloe), Yu € WrP(Q).

Par I’absurde, supposons que I'inégalité de Poincaré (1.1) ne soit pas vérifiée, il existe une suite de
fonctions (un)pen de Wllip (Q) telle que

1
ﬁ”unHWlm(Q) > [V || oo (1.2)
Normant cette suite dans W1P(£2), on a la suite v, = tn telle que
[unllwieg)
1
HUnHWl,p(Q) = 1, vanHLP(Q) < ﬁ, Vn > 2. (13)

Sachant que  est borné, d’aprés le théoréme de Rellich 1.15 de toute suite bornée de W1P(Q)
pour la norme ||.||[y1rq) on peut extraire une sous suite convergente pour la norme ||.||z»(q)-
Donc, (v,,),s2 étant bornée dans W1P(Q), on extrait une sous suite, (v, )n>2 est convergente dans
LP(2), donc est en particulier de Cauchy dans LP(2) : ||v, — vk||zr(@) — 0 quand n,k — oo avec
(1.3) on déduit que

lvn = velliv o) = lon = vkllZog) + 1V (0n = vi)llZog) = 0, n,k — oo,

et v, est une suite de Cauchy dans erf’ (). erip () est complet pour la norme ||.|lw1.r@) (car
fermé dans W1P(Q) complet), et v, converge vers un élément v € Wll;p () tel que : Vo = 0.
D’ott v = 0 puisque 2 un ouvert connexe et v est nul sur une partie de bord, ce qui n’est pas
compatible avec ||v||w1r) = 1 = limy, o [|Vn||wir), il n’existe donc pas de suite satisfait (1.1)
d’ot I'existence de ¢ > 0. D’ou le résultat. 0O

1.1.11 Cas vectoriel : ’espace (W'*(Q))" et formule de Green

On s’intéresse ici le cas des champs vectoriels de fonction v : @ — RY que nous notons
v = (v, ,UN) OV, Vg, , vy sont des fonctions de WP (Q).
On a les opérateurs vectoriels suivants

du ., Ou
0 El
ov; o N
Vo = 9 = e )
L/ 1<ij<N vy .. Ovn
Ox1 oxrn
N
, ov;
div(v) = tr(Vv) = g o
8@-

Proposition 1.4 (Formule de Green). [4] Pour tout u € W'P(Q) et v € (WH(Q))Y on a

/ udiv(v) dx + / v-Vudr = / u(v - v) dy.
Q Q o0
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1.1.12 Espace des fonctions a valeurs vectorielles

Dans ce paragraphe, on présente briévement quelques résultats utiles sur les espaces de fonctions
a valeurs dans un espace de Banach FE.
Pour T'> 0, I =]0,T], on définit les espaces suivants :

Définition 1.29 (L’espace LP(I; E)). Soit 1 < p < oo, on définit l’espace

LP(I E) = {f : I — E mesurable telle que /||f||%dt < oo},
T

1 ity = ( / 1L dt)

Pour p = +o00, on définit [’espace suivant

munt de la norme

L*®(I;E) ={f: 1 — E mesurable 3¢ >0, ||f(t)|lg < ¢ pour presque tout t}
muni de la norme

| fllLoe ;) = inf{c >0, [[f(t)|| <¢, pour presque tout t}.

La plupart des propriétés rencontrées dans le cas a valeurs réelles sont encore valables moyen-

nant des hypothéses convenables sur E, on a donc la proposition suivante :
Proposition 1.5. [10] Pour 1 < p < 00, on a les résultats suivants :

(1) Si E est séparable, alors LP([; E') est séparable.

(2) Si E est réflexif, alors LP(I; E) est réflexif, pour tout 1 < p < 0o

(3) Si E est de Hilbert, alors LP([; E) est de Hilbert.
(4) Pour p =2, L*(I; E) est un espace de Hilbert.
(

5) L’ensemble des fonctions continues a valeurs dans E, C'(I; E) est dense dans L?(I; E).

Définition 1.30 (Dualité). Soit 1 < p < 0o et q deux exposants conjugués. Le dual de LP(I; E)
est L(1,E").

Définition 1.31. Soit E un espace de Banach et T € RT.
On note D'(I; E) ’espace des applications linéaires et continues de D(I) a valeur dans E.

Définition 1.32 (L’espace W'P(I; E)). Soit 1 < p < oo, on définit I’espace

W(I,E) = {UGL”(I;E), u € LP(I;E) telle que /ugp’ dt:—/u'ap dt V@ED(I)},
I I

munit de la norme
[ullwro(rey = lullese) + W] o).
Proprietés 1.4. [10]
(1) Pour tout 1 < p < oo, WHP(I; E) est un espace de Banach.
(2) Si E est séparable et p < oo, alors WYP(I; E) est séparable.
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(3) Sil<p<ooetFE estséparable réflexif, alors WYP(I; E) est réflexif.
(4) Pour p =2 on note H'(I; E) = WY2(I; E), on a alors H'(I; E) est de Hilbert.
Théoréme 1.21 (Lions-Aubin). [26] Soient Xy, X et X, trois espaces de Banach avec Xy C

X C Xl; supposons que XO %compacte X > continue Xl-
Soit 1 < po,p1 < 00. On suppose que Xo et Xy sont réflexifs et on définit

W =A{ue L"(I;X,), v € L"(I; X;)},
muni de la norme

lullw = llwllzro z:x0) + 14 | Le (230,
alors W = compacte LP° (13 X).

Lemme 1.3 (de Simon). [25| Soient Xy, X, X, trois espaces de Banach tels que, linjection de

of

— F t
o o '€ } °
borné dans L*(I; X;) . Alors F est relativement compact dans LP(I; X).

OF
Si F' est borné dans L>(1; Xy), et e est borné dans L"(I; X;) otur > 1, alors F est relativement

compact dans C([0,T]; X). (i.e l'ensemble des fonctions continues de [0,T] a valeurs dans X.)

oF
Xo C X est compacte. Si F' est borné dans LP(1; Xo) ot 1 < p < 00, et — = {

1.2 Topologies faibles

Le but des topologies faibles est de gagner la compacité dans les espaces de dimension infinie.

Théoréme 1.22. [22] Soit (E, ||.||) un e.v.n. Alors les deuz propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) E est de dimension finie.

(2) La boule unité fermée de E est compacte (pour la topologie définie par sa norme : de toute
suite bornée de E, on peut extraire une sous suite convergente).

Lorsque F est de dimension infinie et (f,,),en est une suite bornée de F, que peut on dire ?
Par exemple avec E = LP(£2), on va voir qu'il existe une sous suite qui converge faiblement dans
LP(2).

Définition 1.33 (Topologie faible). Soit E un espace de Banach. La topologie faible o(E, E')
est la topologie la moins fine rendant continues les applications

pg: E —R
/ '_><gaf>E/7E7 vQEEl-

Définition 1.34. Soit (z,)nen une suite d’éléments de E. On dit que la suite (x,)nen converge
faiblement vers x € E et on note x,, — x si

<f7 xn)E',E — <f7 x)E',EJ vf S E/‘
Dans ce cas x s’appelle limite faible de la suite (xy,)nen-

Proposition 1.6. [5] Soit (z,)nen une suite de E
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(1) Si x, — x fortement, alors x,, — = faiblement pour o(E,E').
(2) Si x, — x faiblement pour o(E,E'), alors ||z,|| est bornée et ||x|| < liminf | zn ]|
n—-+0oo

(3) Si 2, — x faiblement pour o(E,E') et si f,, — f fortement dans E' (i.e || fn — fllz — 0),
alors (fn, Tnyer g — (f,2)p &

Le résultat suivant donne une caractérisation importante des espaces réflexifs.

Théoréme 1.23 (Kakutani). [5| Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement
51
By ={rcE |lz| <1},

est compacte pour la topologie faible o(E, E'). (E est réflexif si et seulement si de toute suite bornée
de E, on peut extraire une sous suite faiblement convergente).

Définition 1.35 (La topologie faible *). [5] La topologie faible * sur E', o(E', E) est la topologie
la moins fine telle que toute les applications
J.: B =R
f —{fit)gp VreE,

sorent continues.

Proposition 1.7. [5] Soit (fu)nen une suite de E'. On a
(1) fo = fpouro(E',E) < (fo,2)pp — (f,2)p e VYoeE.
(2) Si fo = f pour o(E',E), alors || f,| est bornée et || f|| < lim+inf Il foll-
n—-+0oo

(3) Si fo > f pour o(E',E) et si x, — x fortement dans E, alors {fn,x,) gz — (f,2)p .5

Remarque 1.2. Si £ = LP(2)

e On dit qu’une suite (uy,)nen converge fortement vers u si u,,u € LP(S2) et si

lim ||lu, — UHLp(Q) =0,
n—-+oo

on note cette convergence par u, — u dans LP(Q).

e Sil<p<oo, ondit quune suite (u,)nen converge faiblement vers u dans LP(SY), si u, et
u € LP(Q) et si

lim | [u,(x) —u(z)]p(x)de =0, Ve e LI(Q),

n—oo Q
sl 1
ou (= + - =1) on note u, — u.
(p Ty ) "
e Sip = o0, on dit que la suite (u,)nen converge faiblement * vers u et on note u, — u, i

Up, w € LX(N) et si

lim | [u,(z) — u(@)]p(z)dr =0, Ve LY(Q).

n—oo Q
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e On parle de convergence faible * dans L*()) au lieu de convergence faible, car le dual de
L>(Q) contient strictement L*()) et il est strictement plus grand que L*(S).

® La boule unité fermée By est compacte pour la topologie faible *, o(L>(2), L*(9)).

e Si (f,) est une suite bornée dans L™(§2) on peut extraire une sous suite qui converge dans
L>(QY) pour la topologie faible *, o(L>®(Q), L*(2)).

Exemple 1.6. Soit (u,),en une suite de fonctions définies par

up(z) = % 120 (),

(1) u, — 0 faiblement dans L?*([0,+o00]). Pour montrer que u, — 0 dans L*([0,+o0[), on doit

prouver que
+o0

lim un(7)p(x) dz =0, Vo € L*([0, +o0]),

n—-+0o0o 0

comme ’espace des fonctions a support compact est dense dans L*([0, +oo|). Il suffit de prouver le
résultat lorsque p est une fonction continue a support compact, on a

/:oo n(2)p(z) d = % /nzngo(zt) da.

lim up(z)p(z) dz =0,

n—-+o00 0

Donc,

d’ot u, — 0 dans L*([0, +0o0]).

(2) La suite (up)nen ne converge pas fortement dans L?([0,+00]), mais elle converge fortement
vers 0 dans LP([0, +oo[) pour p > 2.

Montrons que (u,)nen ne converge pas fortement dans L*([0, +00).

La suite (uy,)nen converge presque partout vers 0.

Par labsurde, supposons que (U, )nen converge fortement vers une fonction u € L*([0, +oc[). Alors,
il existe une sous suite de (up)nen qui converge presque partout vers u, ce qui implique que u =0
est la seule limite possible. D’autre part, on a

“+o00 )
ltnlla = / ()P da

1 2n
:—/ dr=1 VYneN,
n n
donce, ||uy||2 ne tend pas vers ||ulls = 0, ce qui contredit le fait que w, converge vers u dans
L2([0, +00]).

Maintenant, on montre que |ty e (0,400 — 0 quand n — +o00. En effet, on a

+oo 2n N
/ |un (z)]P do = / n~2dr=n'"2.
0 n

+oo

lim |t (x) P dx =0,
n—-+o00 0

VS|

Pourp > 2, on a

d’ot u, converge fortement vers 0 dans LP(]0, +0o0]).
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Chapitre 2

(Généralité sur les fluides et Formulation
variationnelle du probléeme de Stokes

Dans ce chapitre nous nous intéressons a I’étude de 1’écoulement isotherme d’un fluide New-

tonien incompressible et instationnaire, gouverné par 1’équation de Stokes occupant un domaine
borné Q C R?, (voir [3])
On introduit les équations qui gouvernent cet écoulement, ainsi que les conditions aux limites et
initiales. On considére le probléme instationnaire décrivant dans un domaine borné, le mouve-
ment d'un fluide Newtonien incompressible. Ce probléme est déduit des lois de conservations de
la quantité de mouvement et de la masse. Ensuite, on établit la formulation variationnelle de ce
probléme.

2.1 Généralité sur les fluides

Un fluide est un corps dont les molécules ont peu d’adhésion et peuvent glisser librement les
unes sur les autres (liquides) ou se déplacer indépendamment les unes des autres (gaz). Les fluides
n’ont pas de forme propre donc ils se déforment facilement.

Les fluides peuvent étre classés en deux grandes familles :

La famille des fluides Newtoniens : (comme l'eau, le miel - - - )

Un fluide Newtonien est un fluide dont la viscosité ne dépend pas des contraintes qui lui sont
appliquées. Autrement dit sa viscosité ne varie pas quand on agite le fluide. Elle peut néanmoins
dépendre d’autres facteurs tels que la température (dans ce cas le fluide est dit non isotherme), si
elle ne dépend pas de la température dans ce cas le fluide est dit isotherme.

La famille des fluides non-Newtoniens : (comme le sang, le gel, la graisse - - )

Un fluide non-Newtonien est un fluide dont la viscosité ne dépend pas seulement de la température
mais peut étre dépendre du temps et de la vitesse. Par conséquent le tenseur des contraintes n’est
plus une fonction linéaire par rapport au tenseur de déformation.

On cite deux types des fluides non-Newtoniens :

a- Les fluides rhéofluidifiants (Pseudo plastiques)
Plus le fluide est cisaillé, moins il est visqueux. Un bon exemple est la peinture. La peinture est
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2.1. GENERALITE SUR LES FLUIDES Chapitre 2

trés visqueuse lorsqu’on la verse, car le taux de cisaillement est faible. Pourtant, lorsque nous
appliquons la peinture sur un mur, la couche fine de peinture entre le pinceau et le mur devient
moins visqueuse car le taux de cisaillement augmente.

On cite aussi le sang, certains polymeéres fondus - - -

b- Les fluides rhéoépaississants (Dilatans)
Les fluides rhéoépaississants sont des fluides qui, (& I'inverse des fluides rhéofluidifiants), c’est-a-
dire plus le fluide est cisaillé, plus il devient visqueux. Comme le mélange de ’eau et de la maizena.

Les lois de conservations de la masse et de la quantité de mouvement sont définies respective-
ment par :

% + div(pov) =0 dans Qx]0,T], (2.1)
et P
pO(a_: +v- Vo) =div(o) + pof dans Qx]0,T], (2:2)

ou v, py désignent respectivement la vitesse et la densité du fluide, f = (f1, f2, f3) est le vecteur
des forces extérieures données. o = (0;;)1<i j<3 est le tenseur des contraintes.

Si la densité est constante (on prend p = 1), le fluide est alors incompressible et les équations (2.1)
t (2.2) deviennent

div(v) =0 dans Qx]0,T7, (2.3)

ot

Le tenseur des contraintes est donné par la loi de puissance (voir [12])

(@ +0- Vv) =div(o)+ f dans Qx]0,T]. (2.4)

Oij = kV'{_ldz‘j(U) — pdij,

ou k est une fonction constante donnée, p désigne la pression et

s _[1sii=]
Yl 0 sid# g,

est le symbole de Kronecker, 74 est le taux de déformation donné par
7 =2|D(v)]:

Avec, D(v) = (d;j(v))1<i j<s est le tenseur des taux de déformation défini par

1 /0v; Ov;
d;:(v) = = Ly 1<,7 <3,
() 2 (0$j &vi) ’ LSS

On utilise ici et dans toute la suite la convention de sommation d’Einstein qui consiste & supprimer
la somme sur les indices répétés.
On note

N

[D()] = (dij(v)dij(v))? ,
la norme Euclidienne de D(v).
Le produit de deux tenseurs o et D(v) est défini par

o : D(v) = 0;;(v)d;j(v)-
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2.1. GENERALITE SUR LES FLUIDES Chapitre 2

(1) Si 0 < k < 1, le fluide est rhéofluidifiant ou pseudoplastique.
(2) si k =1, il est Newtonien.
(3) Si k > 1, il est rhéoépaissisant ou dilatant.

Pour avoir le tenseur des contraintes, on prend x = r — 1, k constante et on pose
=23k,
ou p est la viscosité du fluide qui est constante. Donc
oij = 2u|D(v)|[""2d;;(v) — pdij.

Donc, avec les trois cas précédents on a :
— Si r = 2 le fluide est Newtonien car p est constante. (ie. le tenseur des contraintes est une
fonction linéaire par rapport au tenseur de déformation).
— Si 1 <r <2 le fluide est de type 1.
— Sir > 2 le fluide est de type 3.
Donc (2.4) devient

(5 00 90) =20 (D@ 2DW) + Vo= dans x0TL (25

Le probleme complet est donné par le systéme de Navier-Stokes instationnaire suivant :

% +v - Vo —2div(p|D@)|"2D(v)) + Vp = f dans Qx]0,T],

div(v) =0 dans Qx]0,T].

Si on néglige le terme de convection dans le systéme précédent on obtient le systéme de Stokes
instationnaire suivant :

0
a—: —2div(p|D()|"2D(v)) + Vp = f dans Qx]0,T],
div(v) =0 dans §x]0,T7.
Si les variables décrivant le mouvement (la vitesse, la pression --- ) ne dépend pas explicitement

ov . . .
du temps (E =0,--- ), on obtient respectivement les systémes de Navier-Stokes et de Stokes

stationnaires suivants

v- Vo —2div(u| D) ?D(v)) + Vp=f  dans Q,
div(v) =0 dans Q.
Et

—2div(u|D(v)|"2D(v)) + Vp = f  dans £,
div(v) =0 dans Q.
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2.1.1 Position du probléme

Soit w un ouvert borné non vide de R? de frontiére lipschitzienne continue, on considére le
domaine Q de R?® donné par

Q={(z',25) €R® &' =(z1,23)€w et 0<mz3<h(z)}
ou h est une fonction lipschitzienne vérifie
Jho,hy €R, 0 < hy < h(z') < hy.
On décompose la frontiére de 2 comme suit : 0Q =TcUIl', U1 avec
To={(z',25) €Q 3=0}.
Iy={(z',23) €Q x3=nh(z)}
[';, est la partie latérale de la frontiére.

Dans ce travail on étudie le cas r = 2, on obtient (voir [3])

% —2div(pD(v)) +Vp=f dans Qx]0,T], (2.6)

et
div(v) =0 dans Qx]0,T7]. (2.7)

Pour que le probléme soit complet on rajoute au systéme une condition initiale et des conditions
aux limites.
La condition initiale est donnée par

v(0,-) =10 dans Q. (2.8)

Les conditions aux limites
On note par n = (n1,n2,n3) le vecteur normal unitaire extérieur a la frontiére de €2, et par u - v
(respectivement |v|) le produit Euclidien du vecteur u et v (respectivement la norme Euclidienne).

On définit les vitesses normales et tangentielles sur T'gx]0, T'[ par
Up =v-n=uvn; Uy = (Un)1<ics, avec v, =v; —vpn;, 1 <i<3.

Et la composante normale et tangentielle du tenseur des contraintes o = —pId + 2uD(v) par :
op = 0yning, 0; = (07, )1<ics  aUEC O = 0ynj — 0N, 1< i< 3.

Afin de donner les conditions aux limites pour la vitesse sur la frontiére de €2, on introduit la
fonction g : 9Q — R? telle que

/gndyz(), g=0 sur Iy, ¢g,=0 et g =0 sur T.
ry

On suppose que la vitesse du fluide vérifie la condition du Dirichlet homogéne sur I'; x]0, T et de
Dirichlet non homogéne sur I';, x]0, T'| respectivement

v=>0 sur T'1x]0,T], (2.9)
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v=g& sur T'px]0,T], (2.10)

ou ¢ : [0, 7] — R telle que £(0) = 1.
La composante normale de la vitesse sur I'gx]0, T'[ est nulle

vp=v-n=0 sur Tyx]0,T], (2.11)
alors que la composante de la vitesse tangentielle sur I'gx |0, T satisfait la condition de Tresca
lo| <1, sur Tyxx]0,T7,

ol [ est une fonction strictement positive dépendante de ¢ et z’ appelée le seuil limite pour cette
contrainte tangentielle.

Tant que la contrainte tangentielle o, n’a pas atteint le seuil [, la vitesse tangentielle est nulle, il
y a un blocage.

Lorsque le seuil est atteint, le fluide et la surface se déplacent tangentiellement 1'un par rapport a
lautre, et il y’a glissement. La contrainte tangentielle s’oppose a la vitesse. Ce qui peut se résumé
comme suit

lo;| <l= v, =0

o =1=3\>0, v,=-do, Lox]0,T1. (2.12)

Finalement, le probléme complet consiste donc a trouver le champ de vitesse v et la pression p
vérifiant les équations, les conditions aux limites et la condition initiale suivantes :

(

% —2div(uD(v))+Vp=f dans Qx]0,T],
div(v) =0 dans Qx]0,T],
v=0 sur T'yx]0,T],
(Po)R V= 9§ sur Tpx]0, 7],
v, =v-n=0 sur Tyx]0,T],

|JT‘ <l=nv,=0
|O'7—| =l=d\>0, v,=—-Xo, sur FOX]O,T[,
L0(0,-) =" dans .

Lemme 2.1. La condition aux limites de Tresca (2.12) est équivalente & la relation suivante
vy or Hlv | =0 sur Tyx]0,T7. (2.13)

Preuve. Supposons que v vérifie la condition de Tresca

e Si |o,| <, alors v, = 0 d’ou (2.13).
Si |o,| =1, alors il existe A > 0, telle que v, = —\o, d’onl

Ur 07 + Z|UT| = _/\|0-7—|2 + /\|0'T’2 = 0.
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e Inversement : supposons que (2.13) est vérifié

- Si |o,| = [ alors

vy -0, = —|ur|]o]. (2.14)
D’autre part, on a
vy -0 = |vl]os| cos(vr, o). (2.15)
De (2.14) et (2.15), on a
cos(vy,0,) = —1,

ce qui montre que v, et o, sont colinéaires et de sens opposés c-a-d,
A >0, tel que v, = —MAo,.
- Si o] <

0=v, -0, +lv| = —|v|o-| + v,
= [v|(l = loz]),
——

>0

donc |v;| =0, d’ou le résultat.

2.2 Formulation variationnelle du probléme

Afin d’obtenir la formulation variationnelle du probléme, on introduit les espaces fonctionnels
suivants :

Voz{@E(Hl(Q))S: =0 sur ThuUly, ¢,=0 sur Fo},

Vodio ={p € Vo : div(p) =0, dans Q},

qui sont des sous-espaces vectoriels de (H'(€2)).
On note par L3(Q2) le sous espace vectoriel de L?(2) & moyenne nulle

L%(Q):{qELQ(Q) : /qux:O}.

On suppose que

fer® (0.1 (1)), (2.16)
peR,, £e€C™([0,T],R) telle que &(0)=1, (2.17)
1 € L*(0,T; L*(Ty; RY)), (2.18)

avec 1" > 0.
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Si g € H2(09), alors (voir [17])

3G, € (Hl(Q))?’, div(Gp) =0 dans Q, Go=g sur 0. (2.19)

De plus, pour nous ramener a des conditions aux limites homogénes sur I'y U I'z, nous procédons
a un changement d’inconnue, on pose

Comme Gy, = 0 sur I'g, on a

Donc, d’aprés le lemme 2.1, on a

o, U + 10| =0 sur Tox]0,T7. (2.20)

Maintenant, on considére le probléme suivant :
Probléme (P) Trouver :

o € L*(0,T; Vo) N L (0,T; (L*())*), pe H'(0,T;L5()),
tels que pour tout ¢ € V, et pour tout y € D(0,7), on a

d . )
(569:%) (. div(). Xt 01 101
D’ (0,T),D(0,T)

T
n / Al Xt + W5+ 9x) — U(0) = (2 9) o' om0, (2.21)

T o€
— / a(Go&, px)dt — GOE? Yl,X )
0 D’ (0,T),D(0,T)

a(u,v) = /QQMD(U) : D(v) dx

— /Q 2y (u)di;(v) dz,  Y(u,v) € (H'(2))”

x (H'()",

et
U(u) = /0 /F Uz t)|u(2 t)|de'dt, Yu e L*(0,T;(L*(T))?%),

avec la condition initiale
9(0,-) = ° = v° — G&(0) = v° — Gy, (2.22)

ol (-, -) désigne le produit scalaire dans (L?(2))3.

Théoréme 2.1. Le probléme fort (Py) conduit au probléme (P).
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Preuve. On multiplie (2.6) par une fonction test px, avec ¢ € Vy et x € D(0,T), on intégre sur
Q2 puis de 0 a T, on obtient

/OT/Q % ~px dz dt — /OT/Q(div(QuD(v)) +Vp) - @x dz dt = /OT/Qf -y dz dt. (2.23)

On utilise la formule de Green, on trouve

T T
— / / div(2uD(v)) - px dx dt + / / Vp - @x dz dt
0o Ja o Ja
T
= —/ / div(o) - px dx dt
0o Jo
T T
o Ja 0o Jog
T T
= / / 210 d;j(v)0;ix dx dt — / /p div(p)x dx dt
o Ja 0o Ja
T
- / / oij(ix)n; dy dt.
0o Joa

Pour tout p € Vyona ¢; =0sur I'y UT'

T T
/ / oij(pix)n; dy dt = / / aii(@ix)n; dz' dt.
0 0N 0 o

D’autre part, o;;n; = 0., + o,n;, donc on obtient

T T T
/ / oii(ix)n; dz’ dt = / / o, (pix) dx’ dt +/ / onni(pix) da’ dt,
0 Tg 0 To 0 o

et pour tout ¢ € Vy on a p;n; = 0 sur Iy donc

T T
0 To 0 To

L’équation (2.23) devient

T rov g !
/ / a0 PX dx dt —I—/ / 21 d;j(v)0;0;x dx dt — / /p div(p)xdz dt
0 Q 0 Q 0 Q

T T
—/ / o (pix) da’ dt:/ /f-wx dx dt.
0 Ty 0 Q

On remplace v par v + Go&, on obtient

T 95 T 9G¢
9V oy da dt oy da dt
| [Govamas [ [ T8 o

T T
[ [ mds@vencararr [ [ 2ud(Goo)dyon doat (2.25)
0 Q 0 Q

T T T
— / /p div(p)xdzr dt = / / f-ox dr dt +/ / o, (pix) da’ dt,
0o Ja o Ja o Jro
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on ajoute aux deux membre de I’équation le terme / / (o + @x| — |0]) dx’ dt, on a

3Go§
//815 wxdxdt—l—// x dt
T
+/ /Q,u d;;(0)0jpix dx dt+/ /Q,u d;;(Go&)0;ix dx dt—/ /pdz'v(@)xd:c dt (2.26)
Q

// (|0 + x| — |0]) da’ dt = //f gpxdxdt—i—/ B dt,

B= [ o,(pix)+ 1|0+ x| —[0]) do’
o

— [ onlen+or v =0 o U5+ o] - o) da

o

Montrons que 3 positif. On déduit de (2.11) et Go-n = 0 sur I'y que
v-n=0 sur Tyx]0,T].

D’ot © = 0,, et d’aprés (2.20), le terme [ devient

B= [ (or (04 @x) + 10+ px]|) da’
To

Comme |o,| <let o, (0+ px) = —|o||0+ px| sur T'yx]0, T[, alors
o (D+ex)+lo+ex| =0 sur Tyx]0,T7.

Donc 3 est positif, et (2.26) devient

T
0G€
dx dt . dx dt
/ /a cpx ax +/0 5 ot Yx ar
T T

n / [uwas@oendwaes [ [ 2wayGapdnd~ [ [ paiviopds di

0 Q 0 Q 0 Q

T T
s [ [ ed-pharars [ poexda

0 Ty 0 Q

d’ou le résultat. O
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Chapitre 3

Existence et unicité de la solution.

Dans ce chapitre, on prouve l'existence et 'unicité de la vitesse et la pression solutions de
I'inéquation variationnelle parabolique associée au probléme (P). Pour cela, on commence par ré-
gulariser la condition aux limites de Tresca, on approche ainsi I'inéquation variationnelle obtenue
par une équation variationnelle dont on démontre 'existence de la vitesse par la méthode de Galer-
kin avec une fonction test a divergence nulle. Puis, on montre ’existence de la pression en utilisant
le théoréme de De Rham. Enfin, on démontre I'unicité de la solution du probléme.

Dans la suite de ce chapitre, pour simplifier les notations, on note Y = Y pour les espaces

fonctionnels Y. De plus, on note indifféremment ou 0.

X

3.1 Reésultats Fondamentaux

On a besoin des résultats suivants :

Lemme 3.1. Pour tout u € H'(Q), on a

/|D(u)|2dx§/|Vu|2dm.
Q Q

[1p@ras = [ [3vu+ 5oy

1 1 o) 2
< <—|Vu| +2|(Vu) |) dz.
q \2 2
Comme la fonction carré est convexe et de

Vulf= Y0 10wl = Y 10wyl = [(Vu)'P,

1<4,j<3 1<4,j<3

Preuve. On a

2
dx

on termine la preuve. O

Théoréme 3.1 (Inégalité de Korn). [19] Pour tout u € Vy, il existe Ckorn > 0,

</Qyp(u)\2 daz>§ > Creom (/Q|Vu|2 dm)é.
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Du lemme 3.1 et 'inégalité de Korn, on déduit qu’il existe a > 0 tel que

allulZ g < 2 / U D@ dz < 2pllulp g (3.1)

Lemme 3.2. On a

) dx

< llullg o) IVl @ Va0 € H(Q). (3-2)
Preuve. En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et Minkowski, on obtient

dzy(U)d (v) d

/|dm dis (v) daf
</ (Zrdw ) (iuij(vﬁfdx

/(:;M) (z) ;

d’ou

2| < (/Qywy?); (/Qywy?)% dx

< ullg ) v][a1q)

| pw)

O
Théoréme 3.2 (Carathéodory). [6] On considére le systeme différentiel
dX
=F(t, X
dt = F(tX), (3.3)
X( 0) = X07

ot la fonction F est définie sur
R={(tX); |t—to<a et |X—Xo <0}
St F satisfait les conditions suivantes sur R

(1) F(-, X) est mesurable en t.

(2) F(t,-) est continue en X.

(3) 1l existe une fonction M positive et intégrable au sens de Lebesgue, définie sur 'intervalle
|t —to| < a telle que

|F(t, X)| < M(t), V(t,X)<€R.

Alors le systéme (3.3) admet au moins une solution locale.
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Lemme 3.3 (de Gronwall). [1| Soient ¢ et y : [0,T] — R* deux fonctions continues vérifiant

de>0, Vte|0,T], y(t)<c+ /Otw(s)y(s) ds.

Alors, t
Vi€ [0,T], y(t) <cexp </ w(s)ds) :
0

Maintenant on définit les espaces suivants
V={peD(Q), div(p)=0}
Hy 4, () = {0 € Hy(Q),  div(p) = 0}.
Théoréme 3.3 (de De Rham). 17| Soit L € D(Q) satisfait
VoeV, (L ¢)p@pe =0
Alors, il existe une distribution p € D'(Q) telle que
L =Vp.
Le lemme suivant établit une premiére simplification du théoréme de De Rham.
Lemme 3.4. [17] Soit L € H™'(Q) vérifiant
Vi € Hy s (Ly @)@ mi@) = 0,
si et seulement si, il existe un unique p € L*(2) (a une constante prés car §2 connexe) tel que

L = Vp.

3.2 Probléme régularisé (P.)

La formulation variationnelle du probléme (P) conduit & une inéquation variationnelle & cause
de la condition de Tresca impliquant la fonction ¥, qui est continue et convexe mais n’est pas
différentiable.

Pour résoudre cette difficulté, on utilise la régularisation de V. Plus précisément, pour tout € > 0,
on introduit W, définie par (voir [2])

T
V. (u) :/ /F I\Ve? + [u? do’ dt, Yue L? (0,T;L*(Iy)),
0 0

U, est Gateaux-différentiable dans L? (0, T;L?(Ty)), et pour tout u € L? (0,T;L*(Ty)), V. (u) €
(L?(0,T;L3(Iy))) = L?*(0,T;L3(Ty)) est donnée par

T .
(U (u), w) :/ / l———— da' dt, Ywe L*(0,T;L*(Ty)) .
0o Jro v/e2+ |ul
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ou (-,-) désigne le produit scalaire dans L? (0, T;L?*(T)). En effet, on montre que
lim U (u+ Av) — ¥ (u)

A—0t A

= (Vi(u),v),

et elle est une forme linéaire continue en v.

On a,

SR // (VPR NE - VR
To A
_/ / 1(e® + |u+ M)? — (€% + |u]?))
0 Jro A (¢s2 Flut R+ /2 |u|2)
T U+ 22 o)+ 23w v — [uf?
:// (lul |v] wo—fuf) o
0 Jry <\/e2+|u+)\v|2+\/52+|u|2)
(A 2
/ |v| +2u-v) a' d.
ro \/E2+ ]u+)\v|2 + /2 + |ul?

en fait tendre A vers 0%, en utilisant le théoréme de la convergence dominée, on obtient

PR T .
i Yot A0) = e(u) / — Y 4 dr
A—0+ A €2 4+ ‘u’Q

dx’ dt

On vérifie facilement que cette forme est linéaire et continue en v.

On remplace dans l'inéquation (2.21) ¥ par W, et ¢ par S¢, ot 5 > 0. On devise I'inéquation
obtenue par /3, puis on fait tendre 5 — 0, on obtient (voir [27])

d .
<dt(vs,<ﬂ)ax> , - <(Pe,dw(@))aXb’(o,T),D(o,T)
D' (0,T),D(0,T)

o (0 + Box) — V(D)
+ [ atiodeos i TIN5 ) g, B

T 86
- / CL(G0€7 (;DX)dt - GO ot P X )
0 D' (0,T),D(0,T)

\IIE ~5 _lI]E ~E !~
éli% (U i 6905)() <v ) = <\Ije(ve)v 90X>7

on remplace dans I'inéquation précédente y par —y, on obtient I’équation variationnelle suivante

comme

d .
<dt (D=, ), X> — ((pe, div(p)) 7X>Df(o,T),D(0,T)
D’(0,7),D(0,T)

+/O a(ﬁa,wx)dt+<‘1’;(ﬁa)a<ﬂx>:<(f> ©), >D’(0T) D(0,T)

T 85
- / a(Goga QDX) dt — GO ot P X .
0 D'(0,1),D(0,T)
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On considére le probléme approché suivant
Probléme (P.) Trouver

o, € L*(0,T; Voaiw) N L0, T;L%(Q)), p. € H10,T; LA(Q)),
tel que, pour tout ¢ € Vy, pour tout x € D(0,7), on a

d, . .
<%(U€7 ®), X> — (P, div(p)) 7X>D’(0,T),D(0,T)
D’(0,T),D(0,T)
T
+/0 a(Te, px) dt + (PL(0e), x) = ((f, ) X)pr0.m) D0T) (3.5)

T ag
- a(G0£>¢X) dt — GOE)SD » X )
0 D’(0,7),D(0,T)

avec la condition initiale

9.(0,) = 0. (3.6)

3.3 Existence de solutions du probléme (P.)

3.3.1 Meéthode de Galerkin

La méthode de Galerkin est une méthode, ou plutét une famille de méthodes, trés générale.
Son idée est la suivante. Partant d’'un probléme variationnel posé dans un espace de dimension
infinie, on proceéde d’abord & une approximation dans une suite de sous-espaces de dimension finie.
On résout ensuite le probléme approché en dimension finie, ce qui est en général plus facile que de
résoudre directement en dimension infinie. Enfin, on passe d’une fagon ou d’'une autre a la limite
quand on fait tendre la dimension des espaces d’approximation vers l'infini pour construire une
solution du probléme du départ.

Soit H la fermeture de {¢ € D(Q), div(p) = 0} dans L*(Q),
H={pecL*Q); div(p)=0 dans Q, ¢, =0 sur 09},

(voir |26]), on déduit qu'il existe une base Hilbertienne (w;);>1 de H qui est orthonormale pour le
produit scalaire de L?(€2), (w;);>1 est aussi une base Hilbertienne de V4, orthogonale pour le le
produit scalaire de H'(€2). Alors, pour tout m > 1, on a la fonction 9., donnée par

o (t,2) = Y gej(w;j(x), Vit €]0,T[, Va € Q, (3.7)
j=1
tel que, pour tout k € {1,--- ,m}, on a

%ﬂ + (” )_|_
8t , Wi A\ Vem,, Wk

o VEZH+ |0 |?
o3
= (f,wr) — a(Go&, wy) — Goaawk ,  p-pdans ]0,T7,
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avec la condition initiale

Vem (0, +) = 779n> (3.9)

ot 09, est la projection orthogonale de ©° dans L%(Q) sur Vect{wy, -+ ,wy,}.
En remplagant 0.,,(¢,z) par son expression (3.7) dans (3.8), et en utilisant I'orthonormalité de
(w;)i=1 dans L*(€2), on obtient

> i gsjwj> " Wk

da:’ =F, VYke{l,---,m} pp. t€]0,T[, (3.10)

g€k+zgfj Jk+/ \/
22

)ZJ 1 923
ol
Fo=(foon) = [ 20D(G): Dlun) o~ (ol ) € 0.7,
Ajk:/zup(wj):p(wk> dr € L®(0,T).
Puis, avec '

=1 ggjwj) - W

/ \/ ‘Z L1 GejW;

dx',

g (t gs Fk Zgaj jk —

ot G = (Gx)1<kem définie sur |0, T[xR™.
Le systeéme différentiel non linéaire (3.10), s’écrit

gé = g(taga)7
g = (gsj)1<j<m7 (311)
9-(0) = gg-

Comme le théoréme de Cauchy-Lipschitz exige la continuité des données, pour cela on utilise le
théoréme de Carathéodory 3.2 qui est plus général pour I'étude de 'existence des solutions, car la
fonction G est continue en g. sur R™, et elle est seulement dans L?*(0,7) en temps t.

On vérifie maintenant les hypothéses de ce théoréme (voir [27])

(1) Comme [ € L*(0,T; L*(Ty; RT)), F,, € L*(0,T), alors la fonction G est mesurable en ¢ pour
tout g. € R™.

(2) La fonction G est continue en g. sur R™, pour presque tout ¢ €]0, T'[ car elle est combinaison
de fonctions continues.

(3) Soit K un compact de R™. Par définition de compact sur R™, K est borné, alors il existe
une constante ¢ > 0 telle que |gex| < ¢, Vk € {1,--- ,;m}, d’ou

J 1gsjwj> * Wk

/ro VeI gegwy

|Fk’+CZ|A]k|+/ l\wk\ dx',
To

7=1

/

Gi(t, g)| < |Fi| + dx

ZgajAjk:
j=1
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on en déduit l'existence d’une application ¢ — M (t) de ]0, T[ dans RT, intégrable sur ]0, 77,
telle que p.p t €]0, T, Vg. € K :

1G(t, 9o)] < M ().

Donc G satisfait les hypothéses du théoréme de Carathéodory. De plus, la fonction G est localement
Lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable, car la fonction G admet des dérivées partielles
continues en g. sur R™. On déduit que le systéme (3.11) admet une unique solution locale g.; dans
HY0,T,,) ot 1 < j < mavec0 < T, <T.Donc, le systéme (3.8)-(3.9) admet une unique solution
maximale O, € H'(0, Tyn; Vo.div)-

Remarque 3.1. [10| Soient Xg = Voaw, X = X' = H, X; = Vé_dw les injections de Xy dans
X et de X dans X sont continues et denses. De plus, linjection de Xy dans X est compacte. Si

) ,
0 € L0, T Vo) et a—f € L2(0,T; V), ,..) alors € C([0,T), H).

De plus, on a

T 890 > 1 T 8 2
=P dt=5 [ = el dt
/0 <8t y 2 ), ot

O_divvvo.div
1 2 1 2
= 5 ez = 5 l9(0)llLa) »

on a la formule la plus générale suivante

/0 T<ag—§f>,v(t)>v/ dt = (u(T),o(T)) — (u(0),v(0)) — /0 T<8g§f>,u(t)>v L

0.div?Y0.div
ou Ov c
ot’ ot

Yu,v € L*(0,T; Vo), ¥ L0, T3V i)

On peut établir quelques estimations a priori indépendantes de m et ¢, qui permet d’étendre
cette solution sur [0, 7] tout entier.

Lemme 3.5. Supposons que (2.16)-(2.19) sont vérifiés, et ©° € H, alors Vm > 1, le probléme
(3.8)-(3.9) admet une unique solution o.,, € H*(0,T; Vo.ai») qui satisfait les estimations suivantes

[[Temll Loe 0,75120)) < Chs (3.12)

| Vem | 220,11 (02)) < Ch, (3.13)

ou (] est une constante positive indépendante de m et ¢.

Preuve. On multiplie 'équation (3.8) par gx(t) et en sommant pour & allant de 1 & m. Comme [
est positive, on obtient

(mgm,@gm) + / 20D (Ve = D(Vep) dex
ot a
73

< (f, Vem) — LZ@D(Gof) : D(Vepy) dx — (Goa,ﬁgm) ., p-pdans ]0,T,,[
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On intégre de 0 a s, avec 0 < s < T),,. En utilisant (3.1), (3.2) et I'inégalité de Cauchy Schwarz,
on obtient

1, . oo 1, . ® .
o5 By + [ oy < 5 e Oy + [ 1Moy o
0 0 (3.14)

s B af B
+ 20 [ Il1Gollon Ioenlay @+ [ |5 IGalkoo Ioonlh

En utilisant I'inégalité de Young suivante (voir [5])

) 1
b < —b. Ya,b>0, §>0
a 20/ + 25 9 0/7 - )
on obtient
- 1
1 fllL2 @) 10emllr2 0 ||f||L2(Q) + = Hvsmlle ;

. 2u° Q.
2#|§’HG0HH1(Q) HUamﬂﬂl(Q) < ?K‘QHGOH%{%Q) + §Hvsm“%{1(9)>

~ 2
< 3| %[ 1ol + 3

Donc, avec ces inégalités, la formule (3.14) devient

%] 1Gale lenlaz

1, . 1
<;mawmm+/—w%@ﬁ

St [ Vel

Rappelons que ¥.,,(0) est la projection orthogonale de v° dans L?*(Q) sur Vect{w;, -+ ,wn,}, (i.e
[1Tem (0)l120) < 18°]l2(0)), om trouve

1., . a [°. .
1@y + 5 [ Nl

212 # 1
+ 2 Golfey [ IePde+ 31GulEs ) |

E

I .
310y + 5 [ Nl dt < €t [l . (3.15)

ot C7] est donnée par
1 1 T 2,”2 T
1 Lps0p2 L 2 2 2
q-zwnmm+2A|mmmﬂu-@n%mmmé|aw

1 ) T
+31Gali [

D’aprés le lemme de Gronwall 3.3, on obtient

dt.

ot

|| Dem (s )||L2(Q) 207 exp(2s) < 2CTexp(2T), Vs € [0,T,,], (3.16)

d’aprés la définition de la solution maximale, on conclue que T, = T" et de (3.16) on trouve (3.12).
En reprenant (3.16) dans (3.15) avec s = T', on obtient (3.13).

O
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v
Dans le lemme suivant, on établit une estimation de la dérivée de la vitesse 8? dans L2(0,7; V.4, )-

Lemme 3.6. Sous les hypothéses du lemme 3.5, et 1° € H, il existe un réel positif Co, indépendant
de m et g, tel que

Preuve. Soit ¢ € Vj 4, pour tout m > 1 on définit ¢, comme la projection orthogonale de ¢
pour le produit scalaire de H'(Q) sur Vect{w, - ,wy,}. On a

Ve,

ot

< Cy. (3.17)

L2(0,T5V5 i)

Pm =Y mw, M ER.
k=1

et ¢, — @ fortement dans V4.
En multipliant ’équation (3.8) par 7 et en sommant de k = 1,...,m, on obtient

8?~)€m / ~ ﬁam *Pm
—— . 0m | = — | 2uD(0.,) : D(o,,) de — [——== _d7/
( ot v ) Q : ( ) (SO ) Lo g2 + |6am|2

’ (3.18)
+ (f, som)—/QQMD(Gof) : D(op,) do — (Goa,wm) p.p dans |0, 77.

On estime tous les termes dans le seconde membre, en utilisant (3.1), (3.2) et I'inégalité de Cauchy
Schwarz, on obtient

O
ot ¥

+ ”fHL2(Q)H%0m”L2(Q) + 2“’6‘HGOHHl(Q)HSOmHHl(Q) (3.19)

< 20 Tem e @y llemllar ) + 1z o) llom e o)

o
|5 1ol llontiagy, b dus Jo.TE

Comme (w;);>1 est une famille orthonormale de L*(f2) et ¢, est une projection orthogonale pour
le produit scalaire de H'(Q2) de ¢ sur Vect{wy, - ,w,}, on a

HSOmHH1(Q) < HSOHHl(Qp

Ve OV
— ) >
( ot ’(’Om) < ot ’ k)’ vk > m.

De plus (w;);>1 est une base Hilbertienne de Vy 4;,, alors la suite (¢x)r>1 converge fortement vers

¢ dans H*(Q) et on trouve
aﬁsm . aﬁsm
ot 7m) = ot Y)

Ve, -
(%) | < 2ultenli el + cOnllzy el

et

Alors, on obtient

o
(1o + 200l0Collo + |5 1Gollron ) Wy p s 1071
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oil ¢(7) est la norme de I'opérateur trace v : H' () — L*(I'g). Par conséquent

%3
+ 2M|§|HG0HH1(Q) + 'E‘ HG0HL2(Q), p.p dans €.

Ve

ot

< 21| Oem |l ) + o) ULz (rg) + [ fllL2

V’O.dw

On trouve des estimations du lemme 3.5, qu’il existe une constante Cs > 0 indépendante de ¢ et
e ||
— dt < OQa

de m telle que
/T
0 t V’D.div

d’ou le résultat. O

3.3.2 Passage a la limite m — +o0

On considére le théoréme suivant

Théoréme 3.4. Sous les hypothéses du lemme 3.5, il existe une sous-suite notée encore (Vem)m>1
dont la limite, quand m — 400, est solution de l’équation variationnelle en vitesse

T /0.
—,p th+ QpD 0:) : D(px) dx dt
0 at V’

0.div VO div

+/0T/FO WX da’ dt = / (f,px) dt

T T
- [ [2up(Gee): D) o ar— | (GO%,@X) dt, W€ IX0T), Vg€ Vo
0 Q 0
(3.20)

avec la condition initiale (3.6).

Preuve. Des estimations a priori (3.12) et (3.13) du lemme 3.5, on déduit que la suite (0. )m>1
est bornée dans L>(0,T;L*(Q)) N L?(0, T; Vy.aiw). Donc, il existe une sous-suite de (¥ )ms>1 no-
tée encore (Upm)m>1 telle que ., — 0. faiblement * dans L*(0,T;L*(Q2)) et faiblement dans

L2(0, T3 Vo.div)-
De l'estimation (3.17) du lemme 3.6, la suite (

ey

ot

) est bornée dans L2(0,T;V, 4, ), donc il
m>=1

Uem

. . , m s .
existe une sous-suite de ( p) ) notée encore ( P ) vérifiant
t m>=1 t m>=1

Ve N 00,

3 5 faiblement dans LQ(O,T; V(I).dw)-

1
En utilisant le théoréme 1.21 avec Xy = Vo.gin, X = H*(Q) et X7 = V] 4, ol 5 <8< 1, comme
X0 “*compacte X, On obtient

Ve — 0. fortement dans L*(0, T; H¥(2)).
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Du théoréme de la trace (voir [18]), il existe une application linéaire continue de H*(2) dans
HS_%(FO). De plus, puisque s — % >0, on a

HSié(FO> 2 continue HO(FO) = L2(FO>
Donc,
Ve — U fortement dans L? (O,T; LQ(FO)) ) (3.21)

Soit x € L*(0,T) et ¢ € Vyain. Pour tout m > 1, on définit & nouveau ¢,, comme la projection
orthogonale de ¢ dans H'(Q) sur Vect{w;,--- ,w,,}. On multiplie (3.18) par x et on intégre sur
10, T'[, avec les convergences faibles et fortes obtenues et comme W, est lipschitzienne (voir [2]), on
passe a la limite quand m — +oo. On obtient (3.20)

De plus, en utilisant le lemme de Simon 1.3, on peut extraire une sous-suite de (Osp)m>1 notée
encore (Ugm)m>1, telle que

Ve — V. fortement dans C([0,T]; H),

ot H est un espace de Banach tel que L*(Q2) C H C V, 4,, avec injection continue et compacte de
L%(Q) dans H. Donc,
Ve (0) = 0 — #°  fortement dans L*(€2),

on déduit que v.(0) = @°. O

3.3.3 Recherche de la pression

Proposition 3.1. Sous les hypothéses (2.16)-(2.19), v° € H, il existe une distribution p. sur
Ox]0, T vérifiant pour tout p € H)(2)

%(@5, ) + a(ve + Go&, @) — (pe, div(p))

= (f.¢) — (GO%, 90) 7 (3.22)

/pg dx = 0.
Q
Preuve. De I’équation (3.20), on a

(0~ i2e) + [ [ 2uD(0) Do) i ds
+/Ot/Q2MD(GO§) . D(p) dx ds+/0t (Gogjgp) ds

- / (f.g) ds, Vi€ Hl ().

et de plus

Considérons la forme linéaire F.(t) définie par

(Fu(), s sy = Fo(0)(9) = — (@0 — 1°, ) / / 2D (b + Gof) : D() da ds

t t o€ 1
+/O(f,<p) ds—/o (GoatNP) ds, Ve € Hy(9).
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Montrons que F. € C ([0,T]; H ' (Q)). Pour tout ¢ € H{(12) on a,

(R0, humr @] < 1T = 7 gz Iolliagy
+2u (\/Z 0] 20 7:001(0)) T Vit tGollg ||f||0(0T]> [l o)

+Vt HfHLQ(O,T;LQ(Q)) HSOHLQ +Vi HG0HL2(Q

HSD”L2(Q)-
C([o,11)

ot

D’aprés linjection continue de H} () dans L?(£2), on obtient

(Felt), ety myen | < € lleney

ce qui montre que F.(t) est continue.
Remarquons que

(F-(t), P)u-r oy my) = 0 Voo € Hyg,().

D’aprés le lemme 3.4, on obtient pour chaque ¢ € [0, T], 'existence d’une fonction 7, € L*(9) telle
que

F.(t) = Vr.(t). (3.23)
De (3.23), on conclut que V. € C ([0, T]; H (Q)), et 7. € C ([0, T]; L(€2)). Donc
(Fe(t), 90>H—1(Q),H1 = (V. (), >D’(Q) D() Vo € D(2), Vte[0,T]. (3.24)

En utilisant la formule de Green, on obtient

~ (@) =)~ [ [ 20D+ Got) D) o ds

~ [ (GG s+ [ (01 ds =~ (. dinto.

En dérivant I’équation ci-dessus par rapport au temps au sens des distributions, et on pose

i
p. = ——, on obtient

ot

d . -
E(Ua7 (,0) + a(va + G()é.a QO) - <vp87 SO>D’(Q),D(Q)

ot (3.25)
= (fa 90) - (Goaa 90) dt? V(,O € D(Q)v
dans D'(0,T).
Par la densite de D(2) dans H}(Q) et la formule de Green on obtient (3.22).
D’autre part, on a
o,
e dr = de,
ete= |,
comme 7. € C' ([0,T]; L3(Q2)), on a
/pE dx = 0.
Q
0

45



3.3. EXISTENCE DE SOLUTIONS DU PROBLEME (P.) Chapitre 3

Lemme 3.7. On ap. € H ' (0,T; L3(Y)), et il existe une constante Cs indépendante de € telle
que
”pEHH*l(O,T;Lg(Q)) < C3.

Preuve. De (3.22), on obtient

T T
((pe; div(©)) , X)pr (0.1),p00.7) = _/ (0, )X dt + / a(0: + Go&, ) x di
0 0

. . (3.26)
9 1
= [ tenes [ (Goge) xdt e e HYQ), Yie DOT)
0 0
Soit w € L*() et
1 8
w=w-—— [ wdz.
9 Jo
Remarquons que w € L3(Q) et
[wll 2y < N0 L2 - (3.27)
De plus, il existe un opérateur linéaire continue K : L3(Q) — H(Q) tel que (voir [17])
K(w) = € HY(Q), div(e)=w, Yw e L3(Q). (3.28)

Donc, on obtient

‘ ((pe, ), X>D/(0,T),D(0,T) ‘ = ‘ ((ps, w), X>D’(0,T),D(O,T) ‘

= {21 div (@) 0000000 | < Nl oraen) || )X

L2(0,T;L2(Q))
+2u (Hﬁ5||L2(07T;H1(Q)) +VT ”Go”Hl(Q) ||£||C([O,T])) ||Ic<w)X||L2(O,T;H1(Q)>

¢
ot

+ <||f||L2(07T;L2(Q)) +VT ||G0||L2(Q) ) ||’C(w)X||L2<O7T;L2(Q)) . Yx€D(0,T).

c([0,77)

Comme l'estimation obtenue dans le lemme 3.5 est indépendante de m et e, on déduit que la suite
(0.)e0 est bornée dans L? (0, T; Vo 4i) N L (0, T; L*(Q2)).

On utilise la continuité de 'opérateur K et la densité de D(0,T) @ L*(Q2) dans H] (0,7; L*(2)) on
trouve le résultat. O

Lemme 3.8. On a V., est conveze.

Preuve. On définit la fonction suivante
flh)=Ve2+12, VieR,,
cette fonction est différentiable.

Pour monter la convexité de f, en utilisant la caractérisation suivante

f convexe si et seulement si f”(£) >0, VieR,.
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On calcul les dérivées premiére et deuxiéme de f

~

ft)= ——=—=, VieR,,
Ve 4 t2
Ve 42— £2A
f(i) = vert
€2 +¢2
_52+f2—f2
- A3
@)’
g2 .
- % >0 VieR,,
B

d’ou f est convexe, alors

A

FOd + (1= NEa) < A(E) + (1= N f(h).

D’autre part, on a

U, (Adu+(1—A / /Fl\/€2—|—|)\u—|— (1 = No|* da’ dt
/z\/ + O ul 4+ (1= A) [o])? da? dt

d’ou le résultat.
O

Théoréme 3.5. Sous les hypotheses (2.16)-(2.19), le probleme (P.) admet au moins une solution.
De plus, on a linéquation variationnelle suivante

d . T
<dt(va,so) x> = {(pe, div(#)) . X)prom), D(o:r)+/ a(Te, px) di
D/(0,T),D(0,T)

I\/e? + |0 + @x|? da’ dt — //l g2 + |0.]2 da’ dt
/LJ | | i 5] 20

23
=z {(f,9), X)pro,0),00.1) / a(Go&, px) dt — <(Go at>90> X> ;
0 D(0,1),D(0,T)
Vo €V, Vx e D(0,T).
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Preuve. On a 0. = —p.Id + 2uD(0. + Go€) appartient & H=1 (0, T; (L*(Q))3*?), 0. est uniformé-
ment borné dans H ' (0,7T; (L*(£2))**3). De plus, on a

d _ r
<£(U€790)7X> +/ a(0. + Go&, @x) dt
D/(0,T),D(0,T) 0

- <(p€7div(90))’x>D’(O,T) = ((f, ), >D’ (0,7),D(0,T)

0
((efye)x) | W eD(@), e D7)
D’(0,T),D(0,T)

ie,

T T
- / (5, o) dt — / (div(02), &) prien pey X
0 0

T T 9 (3.30)
=/ (f,)x dt—/ <Goat,<p) xdt, VoeD(Q), Vx€D(0,T)
0 0
Montrons que div(c.) € H™' (0, T; L*(2)). En effet, on a
T T
/0 dZ’U 0'5 D/(Q),D(Q) X dt = /0 (f7 QD)X dt
T T /
/ ( at,¢)xdt+/ (0, 0)x dt, Vo e D(Q), Vx € D(0,T).
0 0
Donc,
T T T 0&
/ (div(oe), ) p(a) D) X dt‘ < / (f.e)x dt’ + / (Goa, 90) X dt’
0 0 0
- (3.31)
+ / (e, )X dt‘ :
0
En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz en espace et en temps, on obtient
T
/ (fip)x dt| < ||f||L2(o,T;L2(Q)) H90X||L2(0,T;L2(Q)) ’
0
d’ou
T
/0 (fsp)x dt| < HfHL2(o,T;L2(Q)) ”SOXHHl(o,T;LZ(Q)) ) (3.32)
T o€ JT )3
Gog, ¢ | x dt) < VT 1Golly2 () a5t lexl r2 0,720 -
0 c((0,T1)
d’ou . 5 5
3 €
[ (Gogie) x| < VTG |G| Boliurasey 399

D’autre part, on a

T
/0 (0=, )X dt’ < Bell 20 7:n200) 19X 20712 (02)) -
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d’ou .
/0 (e, )X dt‘ < N2l 2012y 10X m1 01200 - (3.34)

En remplagant (3.32), (3.33) et (3.34) dans (3.31), on obtient

T
/0 <diU<05)a (20>D’(Q),D(Q) X dt'

< (l|f|IL2(O,T;L2(Q)) +VT 1Gollr2q)

8t + ||ﬁ5||L2(O,T;L2(Q))> ||S0X||H1(O,T;L2(Q)) .

c([o,71)

Alors, de la densité de D(0,T) @ D(Q) dans H] (0,T;L?(Q)) pour la topologie de H! (0, T; L%(Q)),
on conclue que div(o.) appartient a H~! (O,T; L2(Q)), et est uniformément borné dans
H='(0,T;L*(2)).

Maintenant, on considére ¢ € V, dans (3.30), rappelons que o. et div(o.) sont dans
H(0,T; (L*(2))**3) et H'(0,T;L*()) respectivement, on applique la formule de Green, on
obtient

T T T
—/ (Tey )X dt+/ a(0: + Go&, px) dt —/ (pe, div(p)) x dt
0 0 0

T T T 85
- / / Oijenypix da’ dt = / (f,p)x dt — / <G0 at,w) x dt, Yx € D(0,T).
0 To 0 0

Mais, pour tout ¢ € Vj, on a
/ @-ndy=0,
o9

et il existe p € H'(Q) telle que
@ =@ sur 9, div(p) =0 dans €,

puisque €2 est connexe (voir [17]). Alors, on obtient

T T T

- / (5, @) di + / alB. + Got, @) dt — / / ounpi da’ dt
0 0 0 To

=/ (f, @)x dt—/ (Goa )th Vx € D(0,T).
0 0

En comparant avec (3.20), on obtient

——————xda’ dt, Vx € D(0,T).

/ / TijeljPiX dx’ dt = / / i
Ty To /52 + ‘65’2

Comme ¢ = ¢ sur I'g, on déduit que

T T -
— / / Oijenjpix da’ dt = / / Z&X dr' dt, Vx € D(0,T).
0 To 0 To /52 + |,&6|2
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Enfin, (7, p.) est solution du probléme (P.).

D’autre part, comme W, est convexe et Gateaux-différentiable, on a

U (0. + px) — Vo (0:.) > (V(0.), 0x), Vo€V, VxeD0,T), (3.35)
d’ou
4 ~ ~ ’ g 66 2 ’
[ (\/52—|—|ve—|—gpx|2— Ve + |v5|2> da’ dt > | ———x d2' dt,
0 JTIo 0 Jho /g2 4 |1~)€|2
de (3.5), on obtient l'inéquation variationnelle (3.29). O

3.4 [Existence et unicité de solutions du probléme (P)

3.4.1 Existence (Passage a la limite ¢ — 0)

Théoréme 3.6. Supposons que (2.16)-(2.19) sont vérifiés. Alors, pour tout ?° € H, le probléme

(P) admet au moins une solution. De plus P e L*(0,T; Vi gi,)-

ot
Preuve. Puisque les estimations obtenues dans le lemme 3.5, lemme 3.6, et lemme 3.7 sont in-
00,
ot
dans L*(0,T; Vo.aiw) N L (0,T;L*(2)), L2(0, TV} 4,) €t H™'(0,T; L3(€2)) respectivement. Par
conséquent, on a les résultats de convergence suivants

dépendantes de m et £, on en déduit que les suites (7.)eso, < ) et (pe)eso sont bornées
e>0

0. — v faiblement * dans L* (O,T; LZ(Q)) et faiblement dans L*(0,T; Vo),

8{;& N % faiblement dans L(0, T; V) 4iv),

p- — p faiblement dans H™' (0, T; L§(€2)) .
De plus, on peut extraire une autre sous-suite, on a

0. — © fortement dans L2 (0, T; LQ(FO)) ,
et

0. — ¥ fortement dans C ([0, T];H),

oit H est un espace de Banach tel que L*(Q) C H C V), avec injection continue et compacte de
LQ(Q) dans H. Ensuite, on peut utiliser les mémes arguments que précédemment, pour passer a la
limite quand ¢ tend vers zéro dans le probléme (3.29). En effet, on a (voir [2])

T T
/ / IVZ 5+ ox]? d’ dt—/ / Lo+ oyl da’ di],
0 F() 0 1—‘0

20

W (e + ox) — U (0 + px)| =
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d’ou
|V (0 + @x) — V(0 + ox)|

T
l(\/€2+|ﬁe+s@x!2—\ﬁa+¢x!> dz’' dt+/ / (e + ox| = |9+ x]) da’ dt‘-
0 To

To

Donc,

T T
I\Ifa(ﬁg+<px)—‘1’(@+sox)|</ /l|lf)a+90x|—|ﬁ+s0xll dx'dt+/ /mdx'dt
0 Fo 0 1—‘0

< ”lHLZ(O,T;LQ(FO)) <H'l7z—: - 17HL2<07T;L2(F0)) +¢€ TmeS(Fo)) s

d’ol
lim W (3. + px) = T(0+ ¢x),

pour tout ¢ € Vy et pour tout x € D(0,7T), ce qui nous permet de conclure que (7, p) est solution
du probléme (P).

O

3.4.2 Unicité

Théoréme 3.7. Sous les hypothéses du théoréme précédent. Le probléme (P) admet une unique
solution.

8vi
Preuve. Supposons que (91,p;) et (D2, ps) sont deux solutions du probléme (P). Puisque — €

ot
L*(0,T; V), i = 1,2, on peut écrire (2.21) comme suit

T oD T
/ < atz><10X> dt—i—/ (ﬁz+G0€>¢X) dt
0 v(l) div Vo.div

/ /ro (1o + 9201 = [5i]) da” dt > / (f, ex) dt — /OT <G0%7¢X> dt,

pour tout ¢ € Vygw et x € D(0.T). Par la densité de D(0.T) @ Vy.gin dans L*(0,T;Vy.4in) on
peut remplacer px par (0; — ;)1 avec 4,5 € {1,2}, i # j et s € [0,T]. En sommant les deux
inéquations variationnelles, et en utilisant (3.1), on obtient

1 /s d ~ ~ 12 s ~ ~ 112
- _H/U]__UQH 2 dt+a/ ”Ul—’UQH 1 dté(),
2 ), dt L2(Q) ; H'(Q)
comme 71 (0) = ¥5(0) = ©°, on obtient
[1(s) = 2(5) i) <0, ¥s € (0,71
Alors, avec (2.21) on obtient

((p1 = P2, div(9)), X) oy oy = 05 Vo € Hy(Q),  Vx € D(0,T).
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Maintenant, on considére w € L*(Q) et

1
w=0w—— [ wdx € Lj).
€[ Jo

Il existe p = K(w) € H(Q) telle que div(yp) = w (voir [17]) et
((p1 = P2, 0), X)pro1),000,) = {(P1 = P2, 0), X)proyp0ry) = 0 VX € D0, T).
Par densité de D(0,T) ® L*(Q2) dans H} (0,T; L*(£2)), on obtient
(P = P2 @) 10 12 2 0.7 12 () = 00 V& € H;j (0,T; L*(9)),
et p1 = po. 0

Remarque 3.2. On peut montrer l’existence de solutions du probléme (P) par une autre méthode.
En utilisant la théorie des semi-groupes non linéaires et la méthode de la monotonie pour la vitesse,
et le théoréeme de De Rham pour la pression, mais avant appliquer cette technique, il faut supposer
que v’ = Gy pour avoir une condition initiale nulle (¢?° = 0). Le principe de cette technique
est d’approcher le probleme parabolique par une suite de problémes elliptiques. Pour plus de
details voir [8] qu’ils ont traité le méme probléme par cette technique, mais avec une viscosité
plus compliqué qui dépend de la température, de la vitesse et du module de tenseur des taux de

déformation.
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Conclusion

Les équations de Navier-Stokes ou de Stokes ont une grande utilisation dans la mécanique des
fluides malgré que leur étude mathématique est loin d’étre totalement achevée, et de nombreuse
chose reste a comprendre.

Dans ce mémoire, on a fait quelques notions fondamentales d’analyse fonctionnelle qui sont néces-
saire pour 1’étude de 'existence et 'unicité de solution en dimension 3 du systéme de Stokes, muni
de la loi de Tresca (cette condition non linéaire rajoute une difficulté supplémentaire au problémes
habituellement étudié).

On a fait une description de ce systéme et on a présenté la méthode de Galerkin pour montrer
I’existence de la vitesse et le théoréme de De Rham pour la pression.
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