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Introduction

Les algebres associatives sont 'une des algebres classiques qui ont été largement étudiées
et dont on a découvert qu’elles sont liées a d’autres algebres classiques comme les algebres
de Lie et de Jordan. La classification des algebres associatives de petite dimension ont
été étudiée pour la premiere fois par Peirce[9]. En 1916, Hazlett a classifié les algebres
nilpotentes de dimension < 4 [5]. Mazzola a publié son résultat en 1979 sur la classification
algébrique et géométrique des algebres associatives en dimension cing [8]. La plupart des
problemes de classification des algebres associatives de dimension finie ont été étudiés
pour une ou plusieurs propriétés des algebres associatives. Tandis que la classification
complete des algebres associatives en général est toujours un probléeme ouvert. La théorie
des algebres associatives de dimension finie est 'un des domaines les plus anciens de
I’algebre moderne. Elle trouve son origine principalement dans les travaux de Hamilton,
qui a découvert les célebres quaternions et Cayley, qui a a développé la théorie des matrices.
Plus tard, la théorie structurelle des algebres associatives de dimension finie a été traitée
par un certain nombre de mathématiciens, notamment B. Pierce, C. S. Pierce, Clifford,

Weierstrass, Dedekind, Jordan, Frobenius.

La notion d’algebre Hom-associative est une généralisation des algebres associatives,
elle correspond a la notion d’algebre Hom-Lie qui est apparue en physique, dans le sens
que le commutateur d’une algebre Hom-associative donne une algebre Hom-Lie. Elle a été
initialement introduite par Makhlouf et Silvestrov dans [12]. L’algebre Hom-associative
considérée s’obtient en modifiant la condition d’associativité a 1’aide d’un morphisme.

Une dérivation de A est une application linéaire D : A — A telle que
D(ab) = D(a)b+ aD(b),Va,b € A.

L’objectif de cette mémoire est de calculer les dérivations des algebres associatives et les
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algebres Hom-associatives, en petite dimension. On prend la classification des algebres
associatives introduite dans [8], et dans le cas Hom on prend la classification introduite
dans [11].

Le mémoire comporte trois chapitres. Dans le premier chapitre, on rappelle les bases de la
théorie des anneaux et modules. Dand la premiere section, on rappelle quelques définitions
et propriétés des anneaux et sous anneaux. La deconde section sera consacrée aux modules.
La toixieme section se consacrera a la notion d’algebre.

Dans le deuxieme chapitre, on donne les dérivations des algebres associatives en dim 2
et 3 on rappelle d’abord des notions de base des algebres associatives, puis I'algorithme
qui permet de calculer les dérivations. On donne la classification et les dérivations qui
correspond. Dans le troixiéme chapitre, on s’intéresse aux dérivations des algebres Hom-
associative on commence par définir une algebre Hom-associative, on on identifie cette
algebres a ses constantes de structure. On donne les équations qui permet de déterminer
les dérivations des algebres Hom-associative

Ce mémoire est illusté par un Annexe qui visualise les calcules faite sous le logiciel

Mathematica.




Chapitre

Preliminaires

1.1 Structure de K-algebre

1.1.1 Structure d’anneaux et sous anneaux

Nous commencons par rappeler brievement les définitions d'un anneau commutatif,

d’un module et d’une application linéaire.

Définition 1.1.1. Un anneaux K est un ensemble muni de deux opérations internes
K x K — K notées respectivement + et - , et appelées respectivement [’addition et la
multiplication de 'anneau telles que

1. K muni de l'addition (a,b) — a + b est une groupe abélien, c’est-a-dire vérifie les

axriomes :

a+ (b+c) = (a+b)+c pour tous a,b,c € K,

a+b=>b+ a pour tous a,b € K,

1l existe un élément neutre O ou Ox pour l'addition de K, c’est-a-dire que pour tout
a € K ona
a+0=0+a=a,

A chaque élément a € K est associé son opposé , ou négatif (—a) € K que satisfait

2. La multiplication (a,b) — a-b ou ab de K est doublement distributive sur [’addition
+ , c’est-a-dire que l'on a

a(b+c) = ab+ ac,

8



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES Chapitre 1

et
(b+ c)a = ba + ca,

pour tous a,b,c € K.

Exemple 1.1.1. (Z, +,-)
1. (Z,+) est une groupe commutatif :

» (+) admet un élément neutre

de€Z, VYa€Z:a+e=e+a=na,
Vo€Z:a+a=0—a=—d,
» (+) est associative
Va,b,ce€ Z:(a+b)+c=a+ (b+c),
» (+) est commutative
Va,beZ:a+b=0b+a,

2. (+) est distributive
a-(b+c)=a-b+a-c,

et
(a+b)-c=(a-c)+(b-c),
3. (+) est associative

Va,b,c€Z:(a-b)-c=a-(b-c)

d’ou : (Z,+,-) est un anneau.

Remarque 1.1.1. 1. Si K est un anneau associatif et unitaire, la multiplication de K

satisfait les deux axiomes :
e a(bc) = (ab)c pour tous a,b,c € K.

o [l existe un élément neutre 1 ou 1x pour la multiplication de K |, c’est-a-dire que

pour tout a € K, on a




1.1. STRUCTURE DE K-ALGEBRE Chapitre 1

2. L’¢élément O est appelé le zéro de K, I’élément 1 son identité.
3. Si la multiplication de K est commutatif. On dit que K est une anneau commutatif.

4. Si tout élément non nul de K admet un inverse pour la multiplication , on dit que

K est un corps .

1.1.2 Sous anneaux

Soit (A, +,.) est un anneau et B un sous ensemble de A, B est un sous anneau de A si
(B,+,-) est un anneau . Ceci revient :

1. (B,+) est un sous-groupe de (A, +), c’est-a-dire :
04 € B,

et
Ya,b € B,a— b€ B.

2. B stable pour la multiplication :
Va,b € B,a.b e B,

3.1,€B

1.1.3 Morphisme d’anneaux

Un morphisme d’anneaux est une application f entre deux anneaux (unitaires)A et B
que vérifie les trois propriétés suivantes :

pour tous a,b dans A :

fla+b) = f(a)+ f(b),
fla.b) = f(a).f(b),
f(la) = 1g.

Par la suit , et sauf mention expresse du contraire , la lettre K désignera toujours un
anneau commutatif. On peut donc par exemple prendre K égal a Z (anneau des entiers)ou
encore a un corps commutatif tel que Q (corps des rationnels), R(corps des réels) ou C

(corps des complexes).

10
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Remarque 1.1.2. Un anneau qui n’est pas commutatif et dans lequel tout élément non

nul admet un inverse pour la multiplication est appelé un corps gauche.

1.2

Structure d’un module

Définition 1.2.1. Etant donné un anneau commutatif K, un K -module M est un ensemble

muni de deux opération, la premiere M x M — M étant notée + et appelée ['addition, et

la seconde M x K — M étant notée - et appelée la multiplication externe (a droite), telles

que :

1.

M muni de laddition (x,y) — x + y est un groupe abélien, c’est-a-dir vérifie les

axriomes :

4+ (y+z)=(x+y)+=z

pour tout

x,y,z € M.

r+y=y-+x pour tout x,y € M
1l existe un élément neutre 0 ou Oy pour l'addition , c’est-a-dir que pour tout
xre M, ona

r+0=0+2z ==

A chaque élément x € M est associé son opposé, ou négatif (—x) € M qui satisfait

. M muni de la multiplication (x,a) — x - a ou xa vérifie les axiomes :

z(ab) = (za)b pour tous x € M.

La multiplication externe est doublement distributive sur [’addition, c’est-a-dire que
l'on a

z(a+ b) = xa + xb pour tous x € M et a,b € K,

(r +y)a = za + ya pour tous x,y € Met a € K.

Exemple 1.2.1. 57 K = Z, un K-module n’est donc autre qu’un groupe abélien, tandis

que si K est un corps commutatif, un K—module est un K — espace vectoriel.

11



1.3. NOTION D’ALGEBRE Chapitre 1

1.2.1 Sous module

Définition 1.2.2. Soit M un A-module et N C M .Alors, on dit que N est un sou-module
de M si et seulement si

1. N est un sous-groupe de M (N est donc vide).

2. Pour touta€ A etm e N, onaa-mée N.

1.2.2 Morphisme de module

Définition 1.2.3. Soit M et N deux A-modules . Un morphisme de A module f : M — N
est une application vérifiant
1. f est morphisme de groupes

2. Pour tout a € A et m € M, on a f(am) = af(m).

1.3 Notion d’algebre

Apres ce bref rappel, nous en venons a la définition d’algebre.

Définition 1.3.1. On appelle K-algébre (ou algébre sur K, ou simplement algébre lors-
qu’aucune confusion n’est a craindre ) on ensemble A muni de deuzx opération internes,
la premiere étant notée + et appelée 'addition, et la seconde étant notée - et appelée la
multiplication , ainsi que d’une multiplication externe (a gauche) A x K — A , également
notée .

Et tel que :

1. A muni de son addition (a,b) — a+b et de sa multiplication externe (a, o) — a-«
ou (aa) est noté d'une structure de K-module (a droite) c’est-a-dir vérifie les
ariomes :

e a+ (b+c)=(a+0b)+c pourtout a,b,c e A.

e a+b=>b+a pour tout a,b € A.

o [l existe un élément neutre 0 ou 04 pour laddition , c’est-a-dir que pour tout a € A
on a

a+0=04+a=a.

e A chaque élément a € A est associé son opposé, ou négatif (—a) € A que satisfait

e a(af) = (ax)f pour tous a € Aet a, 5 € K,

12
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e a-1=a pour tousa € A,

o (a+b)a=aa+ba pour tout a,b € A et € K

e a(a+ f) =aa+ af pour tousa € A et o, 5 € K.

2. A muni de sa multiplication (a,b) — a - b ou ab satisfait les propriétés suivantes :
e a(b+ c) = ab+ ac pour tous a,b,c € A,

e (a+b)c = ac+ be pour tous a,b,c € A,

o (ab)a = a(ba) = (aa)b pour tous a,b € A et a € K.

En d’autres termes, A est a fois un K-module et un anneau,

Remarque 1.3.1. » L’anneau K étant commutatif , une K-algébre A est aussi munie
canoniquement d’une structure de K-module a gauche : en effet, on définit une
multiplication a gauche K X A — A par (o, a) — aa pour tout simplement que
A est une K—module

» Lorsque le produit de A admet une identité, c’est-a-dir s’il existe un élément 1 ou
14 dans A tel que a-1=1-a = a pour tout a € A , on dit que A est une K-algébre
unitaire.

» Lorsque le produit de Aest associatif , ¢’est-a-dir si a(bc) = (ab)c pour tous a,b, c €
A, on dit que A est une K-algébre associative .

» Si K est un corps , un K-module n’est rien d’autre qu’un K-espace vectoriel.
D’apres la derniere remarque, on peut définir une algebre par :

Définition 1.3.2. Soit K un corps commutatif. On appelle K-algébre tout K-espace
vectoriel A muni d’une application bilinéaire appelée multiplication et noté - telle que
Uapplication

AxA— A
(a,b) — a-b

Exemple 1.3.1. Soit A un K-algébre . Alors l'algébre est dite
» commutatives si ab = ba.
» associatives si a(bc) = (ab)c.
» Algebre de lie a®> = 0

(La multiplication des algébres lie est appelée crochet et notée [x,y] = vy — yz)

Remarque 1.3.2. C’est la définition la plus utilisé pour définir une [’algebre

13



Chapitre 2

Les dérivations des algebre associatives

2.1 Généralités sur les Algebres associatives

2.1.1 Algebre associative

Définition 2.1.1. Soient V' un espace vectoriel sur un corps K et une application bilinéaire :
pwVxVv =V

le couple (V, p) est appelé algébre associative si la propriété suivante est vérifiée :

Va,y, 2 € V. u(, u(y, 2)) = plp(z, y), z)(associativité).

Exemple 2.1.1. L’espace des endomorphismes d’un espace vectoriel V- muni de la loi o,

(End(V'),0) est une algébre associative.

Exemple 2.1.2. L’espace des fonction des fonction des classes C* sur R muni de la loi

classique produit 7 -7, (C*(R),-), est une algébre associative.

2.1.2 Sous algebres associatives et idéaux

Définition 2.1.2. Un sous espace vectoriel h d’une algébre associative (V, ) est dit sous
algébre associative de V' si :

Va,y € h,u(z,y) € h,

qui est équivalent a :

pu(h,h) C h.

14



CHAPITRE 2. LES DERIVATIONS DES ALGEBRE ASSOCIATIVES Chapitre 2

2.1.3 Morphismes d’algebres associatives

Définition 2.1.3. Un morphisme d’algébres associatives est une application linéaire,
w: V=V ouV et V' sont deuz algebres associatives munis respectivement du produit jiq

et o tel que :
pour tous x,y € V,o(n(x,y)) = pa(o(x), 0(y)).

2.2 Algebre de Lie

Définition 2.2.1. Une K-algébre de Lie est un K-espace vectoriel G muni d’une application
K-bilinéaire :
GxG—G

(z,y) — [z, 9],

appelée crochet de Lie et satisfaisant les deux axiomes :
L’antisymétrique :

[z, y] = —y, 2]

Lidentité de Jacobi :
[z, [y, 2]] + [y, [z, 2]] + [2, [2,y]] = 0

pour tous x,y,z € G.

Remarque 2.2.1. 1. L’identité de Jacobi peut s’écrire sous la forme

Ouy.: [2,[y, 21l = 0

2. L’antisymétrique [x,y] = —[y, x| est équivalent a [z,z] =0

Proposition 2.2.1. (Algébre de Lie sous-jacente a une algebre associative)
Si A est une K-algébre associative , alors |x,y] = p(z,y) — p(y, x) définit un crochet de
Lie sur A.

15



2.3. DERIVATIONS Chapitre 2

Démonstration 1. Le crochet est anti-symétrique et avec un calcule direct nous avons :

[, [y 2] + [y, [z 2] + [z, [2 )] = wla, 1y, 2)) — pla, wlz,y) — p(uly, 2), ©)
+ plp(z,9),2) + ply, p(z, ) — ply, p(z, 2))
= p(plz, @), y) + plp(z, 2),y) + p(z, w(z,y))
— plzpuly, 2)) — plulz,y), 2) + p(p(y, ©), 2)

2.3 Dérivations

Définition 2.3.1. Une dérivation d’une algébre associative (V, ) sur un corps K est une
application linéaire de V dans V,

D:V =V,

tel que :
Va,y € V, D(u(x,y)) = u(Dz,y) + p(z, Dy).

L’ensemble des dérivations de V est noté DergV .

Exemple 2.3.1. Soit (V, u) une algébre associative , tout morphisme de V' dans lui méme
(endomorphisme de V') est une dérivation de V.

Ainsi, DergV = End(V)

2.3.1 Algorithme pour trouver les dérivations des algebres asso-
ciatives

Soit {ey, €9, ..., } une base d’algebre associative A de dimensions n. On identifie p a

ses constantes de structure C’Z’“J
n
k
plei, e5) = Zcijek
k=1

Les constantes de structure des loi d’algebres associatives vérifient le systeme d’équation

polynomiales quadratiques suivant :

n

Y (C3Cm = Cs.CR) =0,1 <4, j,k, 1 <n.

is ij ' sk
s=1

16



CHAPITRE 2. LES DERIVATIONS DES ALGEBRE ASSOCIATIVES

en effet :

Z(ZC;kC{;‘em Z Ci)em = 0
m=1 s=1

>_(CHCit —

La dérivation est donnée par la condition :

Chapitre 2
u(ei,u(ejek)) = u(u(ei,ej) er)
ez,z %es) = ZCZez,ek
Z k;l’[’ 617 8 = Z ]ﬂ' elaek’
Z kZC’Zem = ZC’ijC{Zem
=1 m
5Cw) = 0
Cridri — Cipdij) = 0 (2.1)

ch mk —

k=1

en effet :

D(u(ei, €;))
ch ek
k=1
kz_:lclkj Zldmkem
> > Ciiem
m=1k=1

Z(ijdmk — Ciidyi — Cifdyy)

k=1

,u(DeZ-, €j> + ,Lb(eia Dej)7

,U(sti687 6]) + ,u(eiu Zdljel)u

s=1 =1

stzu es,€j) + Zdlj,u ei,er),

s=1

sti Z C’;?em + Zdlj Z Cil'em,
s=1 m=1 m=
YN Cldgen + Z Z )i

m=1s=1 m=1[=1

0.

La résolution du systéme des équations précidentes permet de déterminer les dérivations

des algebres associatives.

Dans la suite on donne la classification des algebres associatives dont on calculera ses

dérivées.

17



2.3. DERIVATIONS Chapitre 2

2.3.2 Classification des algebres associatives

La classification des algebres associatives de dimension n est connue pour n < 5. Nous
rappelons les résultats dans les dimensions 2 et 3 . Soit{ey, ..., e,} une base de I'espace

vectoriel.

Proposition 2.3.1. Toute algebre associative de dimension 2 est isomorphe a ['une des

algébres suivantes :

A% pi(er,en) = e, pi(en, e2) = ea, ez, e1) = e, pi(ea, e2) = 0,

A2 Mz(ehel) = 61,M%(61,€2) = 627/1%(62;61) = 62,M§(€2a 62) = €2.

Proposition 2.3.2. Toute algébre associative de dimension 3 est isomorphe a l'une des

algebres suivantes :

p3(er, e1) = e, pier, e2) = ea, i (e, 1) =
At (13 (e, €2) = e, pij (e, e3) = es, i (es, e1) =
115 (e, e3) = €3, pi(es, e2) = ez, 1 (es, e3) =
p3(e1, e1) = ex, p3(er, ea) = e, pi3 (e, €1) =
A3 13 (ea, €2) = €9, pis(e1, €3) = €3, /.1,%(63761) =
[15(ea, €3) = es, fi5(es, €2) = es, pij(es, e3) =
p3(er, e1) = ex, piler, ea) = eq, (e, e1) =
A3 pid(ea, e2) = e, fi3(e1, €3) = €3, 13 (e3,€1) =
113(e2, €3) = 0, #3(63762) =0, 113(es, 3) = 0.
pi(er, e1) = ey, pier, e2) = ea, (e, 1) = e,
AL S B (ea, e2) = 0, i3 (eq, e3) = eg, u3(es, e1) = es,
pilez, e3) = 0, pj(es, e2) = 0, (e, e3) = 0.
,ug(el, 61) = 61,#%(61,62) = 62,M§(€27€1) = €2,
AL B (ey, e0) = ea, pd(en, e3) = e, 13 (e3,€1) = €3,
(e, e3) = ez, ud(es, ea) = 0, ud(es, e3) = 0.

2.3.3 Dérivations

Les dérivation des algebres associatives a deux dimensions sont donnéespar le tableau

ci-dessous :

18



CHAPITRE 2. LES DERIVATIONS DES ALGEBRE ASSOCIATIVES

Algebre | Dérivation | Dim
0 0
2
RIGIE
00
2

Les dérivation des algebres associatives de dimensions 3 sont données par le tableau

ci-dessous :
Algebre Dérivation Dim
0 0O
A3 ( 0 0O ) 0
0 00
00 O
A3 (O 0 0 ) 1
0 0 d33
00 O
A3 (O 0 0 ) 1
0 0 d33
0 0 0
Ai ( 0 d22 d23 ) 2
0 d3p dss
0 0 0
Al (O 0 0 ) 2
0 dsp ds3

19
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Chapitre 3

Les dérivations des algebres Hom-associatives

3.1 Généralité sur les algebres Hom-associatives

3.1.1 Algebre Hom-associative

Définition 3.1.1. Une algébre Hom-associative est une triplet (A, p, ) constitué d’un
K-espace vectoriel A, une application bilinéaire n: A x A — A et une application linéaire

a: A— A, vérifiant pour tous x,y,z € A :
o), py, 2)) = p(p(z, y), a(z)).
Elle est dite multiplicative si v est un morphisme d’algébre :

a(pu(z,y)) = wla(z),aly)), pour tous z,y € A

Exemple 3.1.1. (M((n,K), u, @) est une Hom-algébre associative , ou M (n,K) est [’espace

des matrices carrées d’ordre n sur le corps K =R ou C,

p: M(n,K) x M(n,K) — M(n,K)

tel que :
VA, B € M(n,K), u(A, B) = AB,
et
a: M(n,K) — M(n,K),
tel que :

VA € M(n,K),VA € K, a(AA) = AMa(A)).

Remarque 3.1.1. Tout algébre associative (V, u), sur un corps K, est une Hom-algébre

associative pour a = id.
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3.1.2 Sous algebre Hom-associative et idéal

Définition 3.1.2. Soit A = (A, u, «) une algébre Hom-associative, un sous-espace H de

A est appelé sous-algebre Hom associative si :
w(H,H) C H et a(H) C H.

Définition 3.1.3. Un sous-ensemble I de (A, u,«) est un idéal de (A, p, ) si I est un

sous-espace vectoriel de (A, p, a) et si pour tout x € I et pour tout y € A, on a :
wlx,y) el et a(l) C 1.

Remarque 3.1.2. Une application bilinéaire p: v X v — v, ou v est un espace vectoriel

sur un courbe K, est une application satisfaisant a :

wle,y+ 2

pkz,y

)
wz+y,z) = plr,2)+puy,2),
)
w(z, ky)

3.1.3 Morphisme d’algebre Hom-associative

Définition 3.1.4. Soient (A1, 1, ) et (As, pa, o) deux algébres de Hom-associatives.
une application linéaire @ : Ay — Ay est un morphisme d’algebre Hom-associative si pour

tous x,y € Ay :

o (z,y)) = pa(e(x), p(y)) et v(x) o ar = az o p(z).

En particulier, les algébres Hom-associatives (Ay, p1, o) et (Ag, o, o) sont isomorphes si

@ est également bijective.

Proposition 3.1.1. Soit (v, u, «) une algébre Hom-associative,supposez a(x) = kx pour
tout x € v ou k # 0 est une élément fize dans k. Alors la associative tient la preuve.

Soit x,y,z € v alors

M(Oé(flf)> :u(y7 Z)) = :u(:u(ma y)? Oz(Z)),

on obtient

plkz, py, 2)) = plp(r,y), kz),

par bilinéarité,on obtient

ke, u(y, 2)) = kp(p(z, y), 2),
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puisque K est un corps, et k € K, ceci implique que

p(z, 1y, 2)) = p(p(r,y), 2),

3.2 Algebres multiplicative

Les algebres Hom-associatives multiplicatives sont une classe d’algebres Hom-associatives,

que nous présenterons dans la définition suivante

Définition 3.2.1. Une algébre Hom-associative (v, u, ) est multiplicative si

a(p(z,y)) = plafr), aly))

pour tout x,y € V

3.3 Algebre Hom-Lie

Définition 3.3.1. On appel algébre Hom-Lie le triplet (G,[,], @) ou G est un K-espace
vectoriel, [,] : G x G — G est une application bilinéaire et o : G — G une application
linéaire tels que :
( Uantisymtrique)

[z,y] = =y, z].

( Uidentité de Hom-Jacobi)

(), [y, 2]] + [a(y), [z, 2]] + [a(2), [2,y]] = 0,

pour tous x,y,z € G.
— Une algébre de Hom-lie (G,[,], ) est dite multiplicative si o est un morphisme

d’algebre, c’est a dire :

a(lz, y)) = [a(z), aly)], vz, y € G.

1l est dite réguliere si v est un automorphisme algébrique.

Proposition 3.3.1. On peut associer a chaque algébre Hom-associative (A, p, ), une

algébre Hom-lie dont le crochet est défini pour tous x,y € A par : [z,y] = p(x,y) — pu(y, ).
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Démonstration 2. Le crochet est anti-symétrique et avec un calcule direct nous avons :

(), [y, 2] + [a(y), [z, 2]] + [a(2), [z, y]]

3.4 Principe de twist

plalz), ply, 2)) — pla(z), p(z,y)) — w(puly, 2), a(z))
n(p(z,y), ofz)) + pla(y), w(z, ) — plaly), pz, 2))
n(p(z, @), ay)) + p(p(, 2), a(y)) + pla(z), w@,y))
pla(2), 1y, 2)) — pu(p(z,y), a(2)) + p(ply, ), a(2))
0

Le théoreme suivant donne un moyen aisé permettant de déformer des structures

usuelles en Hom-structures

Théoréme 3.4.1.

— Soit A = (A, u) une algébre associative et a : A — A une

application linéaire que est multiplicative par rapport a p, c’est a dire :

oo (. y)

Alors Aq = (A, pta = a0 p, ) est une

Démonstration 3.

= pla(z), a(y)).

algebre Hom-associative.

3.5 Dérivation des algebres Hom-associatives

Définition 3.5.1. Soit (A, pu, o) une algébre Hom-associative multiplicative. une application

linéaire D : A — A, est une a-dérivation de [’algebre Hom-associative multiplicative

(A, p, ) si

(Do) =0ie Doa=aoD.

et
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D(u(z,y)) = n(D(2), a(y)) + pla(z), D(y)), Yz, y € A.

Nous désignons par Der,a(A) l'ensemble des a-dérivation de l’algébre Hom-associative

multiplicative( A, p, ).

3.5.1 Algorithme pour trouver les dérivations des algebres Hom-

associatives

Soit {e1, ea, ..., €, } un base d’algebre Hom-associative A de dimension n. On identifie p

a ses constantes de structure C’fj :

ples, ej) = kglcfjek,

et dans la base {e;}i=1.»

D(@Z) = Z djiej,
7=1

et
n
Oé(ei) = Zaﬁej.
Jj=1
On a donc
€1 aix Qa2 - Aip €1
€2 Q21 Q22 -+ A2y €2
(8% g
€n Ap1 A2 - Qpp €n
€1 dyp dyp -+ dig €1
€2 dyy dyy -+ day €2
D =
€n dnl d2n dnn €n

la Hom-associativité est donnée par la condition :

ZZ(asiCék = C’fjaskCl’?) = 0. (3.1)

s=1l=1
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en effet :

u(a(ei) u(€j>6k)) = plples, ¢), aler)),

n n
Zes, Z e = (> Che,d agues),
s=1 =1 s=1

n n
Zaszz k;,u s 6l = Zoz‘ljzaskﬂ(ela 65)
s=1 =1 s=1

n n n
ZaszZ kZCszem = > Ci> aw ) Cilem,
s=1 = m= =1 s=1 m=1

> ZaszZ Z JZaskas = 0,
s=1 =1 s=

m=1

ZZ aszOlk m— CL caxCly) = 0.

s=1l=1

La multiplicativité de « est donnée par :

a(u(ei,ej)) = lale), ale;)),

ches = M(iaaez,iamew,
Z;ija(es) = lz;ahz_:akju e, ex),
i%iamsem = ;alzz_:akaqkem,
3 (32050~ Y3 Clphen = 0

Z(ijaml — aliZaij’l’Z) = 0 (32)

=1 k=1

La commutativité de D et a est donnée par :

aoD = Doa,
a(D(e;)) = D(a(e)),

O‘deiep - D(Zam’ep) = 0,
p=1 p=1
szpiapses - Zzapidpses = 0.

p=1s=1 p=1s=1
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Z pillps — pilps) = 0. (3.3)

Exprimant maintenant la dérivation en terme de constantes de structure :(des le cas
multiplicatif)
n
D (Cs s — (depClt — dgyCi)) = 0. (3.4)

5=1
En effet :

D(M(Oé(ez') a(e;))) = u(D(a(e;)), (ale)))) + pu(ales), D(ale;)).
D'ou : Dl Zamepa Zaqjej (D(z_:lamep)yz_:laqj@q) +M(Zlapi6paD(;aqjeq))

Donc on aura

ZZZ(apiaij;qD<€S) — (apiapidsppi(es, eq) — apiagidsgpi(ey, es)) = 0,

p=1g=1s=1

> (Chydims — (dspCry — dsgCli)) = 0.
5=1

La résolution du systéme des équations précidentes permet de déterminer les dérivations
des algebres Hom-associatif.
Dans la suite on donne la classification des algebres hom-associatives dont on calculera ses

dérivées.

3.5.2 La classification des algebres Hom-associative

Dans cette partie, on rappelle quelques classification des algebre Hom-associative
en dimension 2 et 3. Ahmed Al-Zahari a donne toutes les classification des algebres

Hom-associative en dimension 2 et 3

Proposition 3.5.1. Nous devons considérer deux classes de morphismes qui sont données

a 0 a 1
par les formes de Jordan et qui sont représentées par : o = =
0 b 0 b

Toute algebre Hom-associative de dimension 2 est isomorphe a ['une des algébres suivantes :

a 0
0 b

1. Premier cas : o =
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s pi(er, e1) = —arer, pii(er, €2) = aren, afer) = e,
11 (e2, €1) = areq, i = bier, afes) = —ea.
2. p3(er, e1) = azer, p3(er, e2) = 0,afer) = ey,
pa(es, e1) = 0, u2(ea, €2) = byes, afes) = 0.
42 pa(er,er) = 0, pui(er, e2) = kazeq, a(er) = ke,
pa(eq, e1) = kazey, pa(eq, e2) = azes, afes) = es.
42 piler,er) =0, pj(er, e2) = aser, afer) = ey,
pilea, e1) = aser, pi(e, e2) = buez, a(es) = eo.
42 pE(er,e1) = aser, p3(er, ea) = bsea, a (61) = e,
pz(ea, e1) = bsez, p3(ez, €2) = 0, afez) =
e p15(e1, e1) = ager, pg(er, e2) = 0,afer) =0,
pi(ea, e1) = 0, u(eq, e3) = 0, a(es) = kes.
42 p(er, e1) = ares, p2(er, ea) = 0, aey) = ke,

P2 (e, €1) = 0, (e, e2) = 0, ave2) = k?es.

a 1
2. Deuxiéeme cas :o =
0 b
. pger.er) = 0, pz(er, e2) = asez, a(er) = 0,
2.
M§(€27€1) = 5862,#§(62,62) = Cg€1q, 04(62) = €.
2. Jrdlenen) =0, (e, e2) = ager, aler) = en,
9 .
pi(ea,e1) = 0, ud(es, €2) = age; + ages, a(es) = ey + es.
9 pio(er, e1) = 0, pufp(er, €2) = 0, afer) = ey,
Ay

M%o(em e1) = ajp€i, M%o(em €3) = a1 + a1pe2, alez) = €1 + es.

Proposition 3.5.2. Toute algébre Hom-associative de dimension 3 est isomorphe a ['une

des algebres suitvantes :

a 1 0
1. Premiére cas .o =1 0 a 0
0 0 b
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pii(er, er) = 0, i (ea, e3) = 0,
13 (e1, e2) = parer + pases, i3 (es, e1) = 0,aer) =0,
A 1S 13 (er, e3) = paier + pases, 113 (€3, €2) = psier + psaes, ales) = ey,
113 (e, e1) = 0, 1} (es, e3) = porer + poses, ales) = 0,
113 (e2, e2) = psie1 + psses.

p3(e1,e1) = 0, pi3(ea, e3) = paien,

pi3(e1, e2) = parer, p3(es, e1) = ener, aler) =0,
A3 p3(e1, e3) = psier, p3(es, e2) = psier, afez) = ey,

py(ea, e1) = 0, i (es, e3) = porer, ales) =0,

pi5(e2, €2) = psie1

Mg €2,€1) = 07 Mg(e?n 63) = 07 04(63) = ceg,

=
Ny
D
no
)
—

I
JO
ww

D
&

D
w

I
=
©
[t

)
—

Q
—~

D
w
~—

Il

D
w
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fig(ers er) = 0, pug(ea, e3) = peier,
pa(er, e2) = 0, g (es, e1) = 0, a(er) = aey,

AG i (er, e5) = 0, i (es, e2) = psier, aez) = e1 + aes,
fig(ea,e1) = 0, pig(es, e3) = 0, afes) = es,
fig(es,e2) =0

piz(er, e1) = 0, pi3(eq, e3) = 0,
pi(er, ea) =0, u3(es, e1) = 0,a(e) = ey,

A7 i (en, es) = 0, i3 (es, €2) = 0, a(ea) = €1 + e,
(13(e2, €1) = 0, p3(es, e3) = puier, afes) = —es,
ﬂ%(€2,€2) = D511

a 1 0
2. 2éme cas :a=| 0 a 1
0 0 a

e, er) =0 M8(€2,63) DPe1€1,

0, p3(es, 1) = 0,a(er) = 0,

ps(es er)
pi(er, e2) =

AZ: pi(er, es) = paier, pg(es, ea) = psier, afes) = ey,
13 ( ) = 0, 1id(e3, €3) = porer, alez) = ea,
pi(ea, €2) =

fig(er,er) = 0, pig(ea, e3) = —pgier,
fig(er, e2) = 0, pig(es, e1) = 0,aler) = e,
A pg(e1,es) = 0, g (es, e2) = pgier, a(es) = ey + ey,
pg(ez, e1) = 0, g (es, e3) = porer, ales) = ez + es,
(€2, €2)

3.5.3 Dérivation des algebres Hom-associative

Les dérivation des algebres Hom-associatives de dimension deux sont données dans le

tableau ci-dessous :
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Algebre Dérivation Dim
A2 ( o ) 0
A2 < - ) 0
2 (8 . ) 1
A (8 . ) 1
A2 (8 . ) 1
A% ( é(l))2 ag?i—bg ) 2
A2 ( =0 ) 1

7 by 0
A2 ( 8 8 ) 0
A2 ( - ) 0

Remarque 3.5.1. D ne commute pas avec o pour A%O

Et les dérivation des algebres Hom-associatives de dimensions 3 sont données dans le

tableau ci-dessous :

Algebre Dérivation Dim
000

A3 000 0
000
000

A3 000 0
000
000

A3 000 0
000
000

A3 000 0
000
2by by O

A3 ( 0 by 0) 2
0 0 O
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C3 —as 0
Al o o o0 )
0 bg C3
C1 Q9 as
A? 0 C3 —Co )
0 ¢ c3
503 as 0
Ag 0 %Cg 0 )
C1 Co C3
a; ag as
Ag 0 a9 0 )
0 0 C3
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Annexe

Dérivations des algebres associatives

n=2;

CC = Flatten|Table[c[, j, k], {1, 1,n}, {J,1,n}, {k, 1,n}]|
{c[1,1,1],¢[1,1,2], ¢[1,2,1],¢[1,2,2], c[2, 1, 1], €[2, 1, 2], ¢[2, 2, 1], ¢[2, 2, 2]}
DD = Array|[d, {n,n}]

{{d[1,1],d[1,2]},{d[2,1],4d[2,2]}}

For[i = 1,i < n,i++,For[j = 1,5 < n,j++,For[k = 1,k < n, k++, ci, 7, k] = 0]]]
c1,1,1] = 1;¢[1,2,2] = 1;¢[2,1,1] = 1;¢[2,2,2] = 1;

initialisation
L’associativité

Assli_,j_,k_,m_] :=3%,(clj, k, s]cli, s, m] — c[i, j, s|c[s, k, m]);
AssSyst = Union[Flatten[Table[Simplify[Ass[z, j, k, m]], {¢, n}, {j, n}, {k, n}, {m, n}]]]
{0}

La dérivation

Dev[i_, j—’ m—] = ELL:l (C[i, ja k]d[m’ k] - C[k, j) m]d[k, .7] - C['I:, k’ m]d[kaj])
DevSyst = Union[Flatten[Table[Simplify[Dev([z, j, m]|, {z,n}, {7, n}, {m, n}]]]
{0, —d[1,1] — d[2,1], —d[1, 2] — d[2, 2]}
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Résolution :

Systsm = {AssSyst, DevSyst}

{{0},{0, =d[1,1] — d[2,1], —d[1,2] — d[2,2]}}
sol = Reduce[Systsm == 0, Variables[Systsm]]
d[2,1] == —d[1,1]&&d[2, 2] == —d|[1, 2]

Dérivations des algebres Hom-associatives

n=3;
AA = Array[\, {n,n}]

For[i = 1,i < n,i++,For[j = 1,j < n,j++,For[k = 1,k < n,k++, c[i, j, k] = 0]]]
c[1,1,1] = p[11]; ¢[2,2, 2] = p[39]; ¢[3, 3, 3] = p[52];
For[i = 1,i < n,i++,For[j = 1,5 < n,j++, A, 5] = 0]]

A2,21=1;
{p[11],0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,p[39], 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, p[52]}

{{1,0,0},{0,1,0},{0,0,0}}
{{d[1,1],d[1,2],d[1, 3]}, {d]2,1],d[2,2],d]2,3]},{d[3, 1],d[3,2],d[3, 3]} }

initialisation
Commutativité

Mor[i_,j_,m_]: =31, (c[s, 5, JA\[m, l] — Xp_y AL, i)\ [k, j]c[l, k, m]) ;
MorSyst = Union[Flatten|[Table[Simplify[Mor[z, 7, m]], {i,n}, {j, n}, {m,n}]]]
{0}

Hom-Associativité

HAss[i_,j_,k_,m_] :=355_, ¥y (AL, sle[j, k, lc[s, 1, m] — i, 5, [|A[s, K]c[l, s,m])
HAssSyst = Union[Flatten|Table[Simplify[HAss[i, j, k, m]], {i,n}, {j,n}, {k, n}, {m, n}]]]
{0}

33



3.5. DERIVATION DES ALGEBRES HOM-ASSOCIATIVES Chapitre 3

Multiplicativité

Mul[i_, S_] = :=1(d[p, 2]A[p7 S] - d[p7 S]’\[p7 2])
MulSyst = Union[Flatten[Table[Simplify[Mul[z, s]], {¢, n}, {s, n}]]]
{0, —d[1, 3],d[1, 3],d[1,2] — d[2,1], —d[1, 2] + d[2,1], —d[2, 3],d[2, 3]}

Hom-Dérivation

Hdevlp_,q_,m_] :=32%,(c[p, ¢ sld[s, m] — (c[s, g, m|d[p, 5] — c[p, s, m]d[g, 5]))
HdevSyst = Union[Flatten|[Table[Simplify[Hdev|p, ¢, m]|, {p, n}, {q,n}, {m, n}]]]
{0, d[1,1]p[11],d[1, 2]p[11], d[1, 3]

p[11], —d[2, 1p[11], d[2, 1p[11], —d[3, p[11],d[3, 1}p[11], ~d[1, 2]

p[39], d[1, 2]p[39], d[2, 1]p[39], d[2, 2]p[39], d[2, 3]p[39)], —d[3, 2]p[39], d[3, 2]p[39], —d[1, 3]

p[52], d[1, 3]p[52], —d[2, 3]p[52], d[2, 3]p[52], d[3, 1]p[52], d[3, 2]p[52], d[3, 3]p[52]}

syst = Union[MorSyst, HAssSyst, MulSyst, HdevSyst|

{0, —d[1,3],d[1,3],d[1,2]—d[2,1], —d[1, 2]+d[2, 1], —d[2, 3], d[2, 3], d[1, 1]p[11], d[1, 2]p[11], d[1, 3]
p[11], —d[2, 1Jp[11], 2, 1Jp[11], —d[3, 1p[11], d[3, 1p[11], —d[1, 21p[39], d[1, 2Jp[39], d[2, 1]p[39), d[2. 2
p[39], d[2, 3]p[39], —d[3, 2]p[39], d[3, 2]p[39], —d[1, 3|p[52], d[1, 3]p[52], —d[2, 3|p[52], d[2, 3]
p[52], d[3, 1]p[52], d[3, 2]p[52], d[3, 3]p[52]}

Reduce[syst == 0, Variables|syst]]

((d[1,3] == 0&&d[2, 1] == d[1, 2]&&d[2, 3] == 0&&p[11] == 0&&p[39] ==

&&pl52] == 0)||(d[1, 1] == 0&&d[1, 2] == 0&&d[1,3] == 0&&d[2, 1] == 0&&d[2, 3] ==
0&&d[3, 1] == 0&&p[39] == 0&&p[52] == 0)||(d[L, 2] == 0&&d[1,3] == 0&&d[2, 1] ==

0&&d|[2,2] == 0&&d[2, 3] == 0&&d[3, 2] == 0&&p[11] == 0&&p[52] == 0)||(d[1,3] =
0&&d[2,1] == d[1,2]&&d[2,3] == 0&&d[3,1] == 0&&d[3,2] == 0&&d[3,3] ==
0&&p[11] == 0&&p[39] == 0)||(d[1, 1] == 0&&d[1, 2] == 0&&d[1,3] == 0&&d[2,1] ==
0&&d[2, 2] == 0&&d[2, 3] == 0&&d[3, 1] == 0&&d[3,2] == 0&&d[3,3] == 0)|/(d[L, 1] ==
0&&d[1, 2] == 0&&d[1,3] == 0&&d[2, 1] == 0&&d[2, 2] == 0&&d[2, 3] == 0&&d[3,1] ==
0&&d[3,2] == 0&&p[52] == 0)||(d[1, 1] == 0&&d[1,2] == 0&&d[1,3] == 0&&d[2, 1] ==
0&&d[2, 3] == 0&&d[3, 1] == 0&&d[3, 2] == 0&&d[3, 3] == 0&&p[39] == 0)||(d[1,2] ==
0&&ed(1, 3] == 0&&d[2, 1] == 0&&d[2,2] == 0&&d[2, 3] == 0&&d[3, 1] == 0&&d|[3,2] ==
0&&d[3,3] == 0&&p|11] == 0))
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conclusion

Dans ce mémoire on calcule les dérivations des algebres associatives et Hom-associatives
sous le logiciel Mathematica. On identifie les équations satisfaisant les conditions de
dérivations a leurs constantes de structure. La résolution du systéme des équations donne

les dérivations.
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