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Introduction

[’analyse mathématique est un domaine des mathématiques qui comporte plu-
sieurs sous-domaines, parmi eux le calcul intégral et les dérivées d’ordre entier, ainsi
que les dérivées d’ordre non entier (fractionnaire), ce dernier n’est pas récemment
apparu, mais plutot ancien, datant du 17éme siecle. De nombreux problemes ont
été formulés dans divers domaines en utilisant des équations différentielles fraction-
naires, notamment dans la partie théorique de physique théorique, en biologie, en
électrochimie, et autres [7, 15]. Par conséquent, la recherche de méthodes précises
pour résoudre les équations différentielles fractionnaires (EDF) est difficile jusqu’a
nos jours.

Il existe plusieurs méthodes analytiques pour résoudre les EDFs qui ont été in-
troduites dans la littérature. Parmi elles, on trouve la méthode de décomposition
d’Adomian [16], la méthode d’itération variationnelle [20] et la méthode de pertur-
bation d’homotopie [10].

En plus de ces méthodes analytiques, de nombreuses méthodes numériques ont
été développées pour résoudre les EDFs. Podlubny a introduit une méthode nu-
mérique basée sur la relation entre la dérivée de Griinwald-Letnikov et la dérivée
de Riemann-Liouville pour les dérivées d’ordre arbitraire [15]. Récemment, 1'utili-
sation de polyndémes orthogonaux a également suscité un intérét considérable pour
la résolution des EDFs. Cette approche permet de réduire I’équation différentielle
a un systeéme des équations algébriques. La matrice opérationnelle pour la dérivée
fractionnaire a été déterminée pour certains types de polynomes orthogonaux,les
polynomes de Tchebychev [5] et les polynémes de Legendre [17]. Paraskevopoulos a
proposé une matrice opérationnelle d’intégration en utilisant ces polynémes comme
base pour les EDOs [13, 14]. Récemment, Bhrawya et Alofi [3] ont dérivé la ma-
trice opérationnelle d’intégration fractionnaire pour les polynomes de Tchebychev
décalés.

Dans ce travail, nous présentons deux méthodes pour résoudre ce type d’équa-
tion. La premiere est la méthode des différences finies fractionnaires (MDFF), et
elle dépent méthode repose sur l'utilisation de formules de différences finies pour

approximer les dérivées premieres et deuxiemes plusieurs fois, nous utilisons la regle
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Introduction

trapézoidale composi pour approximer le terme intégral dans la définition de Ca-
puto. Ensuite, nous utilisons des formules de différences finies de trois types (avant,
centre et arriere) pour obtenir des approximations des premiere et deuxiéme dérivées
[2].

La deuxieme méthode que nous utilisons est basée sur I'application des poly-
nomes de Legendre pour résoudre 'EDF dans le sens de Riemann-Liouville. Pour
cela, nous formulons d’abord les EDF sous une forme intégrale. Ensuite, nous conver-
tissons cette équation intégrale en un systeme des équations algébriques en utilisant
les polyndémes de Legendre décalés, sous la forme d'une matrice opérationnelle d’in-
tégration fractionnaire [1].

Notre travail est divisé en trois chapitres :

Le premier chapitre, nous avons rappelé certaines définitions des fonctions spé-
ciales (Gamma, Béta et Mittag-Leffler) ainsi que leurs propriétés, présenté quelques
définitions et théoremes concernant les intégrales et les dérivées fractionnaires de
Griinwarld-Letnikov, Riemann-Liouville et de Caputo.

Le deuxieme chapitre nous avons étudie deux méthodes numériques, a savoir la
méthode des différences finies (MDF) et la méthode spectrale de Legendre (MSL),
pour résoudre les EDFs [2, 1].

Et le troisieme chapitre, nous avons abordé I’étude numérique en appliquant les

deux méthodes a quelques exemples afin d’obtenir des solutions approchées.

viii Université BBA



CHAPITRE 1

Rappels et notions fondamentales

Dans ce chapitre, nous allons donner quelques définitions et propriétés sur une

fonctions spéciales (Gamma, Béta, Mittag-Leffler), et les dérivées fractionnaire.

1.1 Fonctions spéciales

La compréhension des définitions et 1'utilisation du calcul fractionnaire sera plus
simple et claire en faisant un tour de quelques définitions mathématiques nécessaires
qui sont liées ce concept. Parmi ces définitions, la fonction Gamma, la fonction Béta

et la fonction de Mittag-Leffler, qui seront brievement abordées dans cette section.

1.1.1 Fonction Gamma d’Euler

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est sans aucun doute la fonc-
tion Gamma d’Euler, qui généralise la factorielle n! et permet a n de prendre des
valeurs non entieres, voire complexes. Nous rappellerons dans cette section quelques
résultats sur la fonction Gamma qui sont importants pour d’autres parties de ce

travail.

La fonction I'(x)

Définition 1.1 [15] On considérer la 5
fonction Gamma, ou intégrale d’Fuler z U
du second ordre, notée par T'(-), repré- 2

0

sentée graphiquement dans la figure cor-

par lintégrale suivant :

respondante. La fonction Gamma définie —1V\W q

+oo
D(z) = / el (11)
0

-5

FIGURE 1.1 — Tracé de la fonction T



1.1. FONCTIONS SPECIALES

Propriétés 1.1 [9] Les propriétés de base de la fonction Gamma sont :

1.
2.

La fonction I'(x) est continue pour x > 0.

L’une des propriétés fondamentales de la fonction Gamma est qu’elle satisfait

a l’équation fonctionnelle suivante :
F(z+1) =al(x), (1.2)
qui peut étre facilement prouvée en intégrant par parties :
“+o0o
MNx+1) = / e 'trdt
0

— [—e*ttﬂ ;roo + /;OO et dt

xl(x).

De toute évidence, I'(1) = 1, et en utilisant (1.2) nous obtenons pourxz =1,2,3,...:

r2)=1I(1)=1=1l,
I'(3)=2I(2) =211 =2,
T(4) =3.0(3) = 3.2 = 31,

['(0) = oo.
Pour x = —1,-2,-3,... il en résulte :
I'(—n) = F<zz;; 2
_ ['(—n+2) I'(—n+3) I'(0) (<1}
(—n)(—n+1) (—n)(—n+1)(—n+2) (—1)mn! :

I(x+1) N
Fy+ 1)z —y+1) \y)°

Les valeurs particuliéres suivantes pour la fonction Gamma peuvent étre utiles

a des fins de calcul :

o I'(3) =V

° F(%l) = —2./T.

o I'(3)=T(l+3)= %F(I%) =3V
e I(3)=T+H=21 3 7

La propriété de réflexion de la fonction Gamma est donnée par :

™

D)1 —2z) =

- o 0<z <1
sin(7x)

2 Université BBA



1.1. FONCTIONS SPECIALES

1.1.2 Fonction Béta d’Euler

Dans de nombreux cas, il est plus pratique d’utiliser la fonction dite Béta

plutot qu’une certaine combinaison de valeurs de la fonction Gamma.

La fonction

Définition 1.2 [15/
La fonction Béta est type d’intégrale
d’Euler définie pour des nombres com-

plexes u et v par :

Blu,v) = [ Ll et (1)

avec  Re(u) > 0, Re(v) > 0.

FIGURE 1.2 — Trace de la fonction Béta.

Propriétés 1.2 Pour tout x,y € C avec Re(x) >0, Re(y) >0 :

1. La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :

T'(uw)l'(v
B(u,v) = r(<3+5;>)'

2. B(u,v) = B(v,u) (symétrique).
3. B(u,1) =1

1.1.3 Fonction de Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler joue un role tres important dans la théorie des équa-
tion différentielles d’ordre entier. Elle est aussi largement utilisé dans la recherche

des solution des équation différentielle d’ordre fractionnaire.

Définition 1.3 [6/ La  fonction de
Mittag-Leffler E.(z) est définie comme A s

o=2
o=2.5

suit - ol
00 xk 1k
E.(r) = e T 1.4
(z) ,Z;) Tohsn *70 00

En particulier

b

Ei(z) = ", Ep(r) = cosh(v/x), E ; :
F1GURE 1.3 — Fonction de Mittag-Leffler

Ey(—x?%) = cos(x). a un seul parametre.

3 Université BBA



1.2. DERIVEES ET INTEGRALES FRACTIONNAIRE

Cette fonction peut étre généralisée par ¢ ‘ ‘ ‘ T
o=1,p=1 ‘J [
deuz paramétre : T e i
2t © 0=2.2B=0.2 /
o0 xk e //
Eupg(z) =) —— a>0,>0.
it = 3 e TR
(1.5) ol
En particulier 2
_3F
e’ —1 sinh(z)
E172(x) = z EQ,Q(‘T2) = 0 15 TS s

5 FIGURE 1.4 — Fonction de Mittag-Leffler
Erjpa(x) = e erfe(—x).
a deux parametre.

1.2 Dérivées et intégrales fractionnaire

Dans cette partie, nous avons donné quelques définitions, propriétés et exemples

pour la dérivée et 'intégral fractionnaire.

1.2.1 Dérivée fractionnaire au sens Grunwarld-Letnikov

La dérivée fractionnaire de Griinwald-Letnikov donner une généralisation de la
définition classique de la dérivation entiére d’une fonction a des ordres entiere. La
dérivée premiere (d’ordre 1) d’une fonction f au point ¢ est donnée par :

£t) = 1im 2O == (1.6)

h—0 h

Par dérivation successive de la fonction f, on obtient une généralisation de la formule

(1.6) a 'ordre n (n est un entier positif ou nul) de la forme :

£ 8) = lim = 3 (~1)* (Z) f(t — kh), (L.7)

h—0 h" =0
ou
n\ n! ~nn—1)---(n—k+1)
k] Kl(n—Fk) k! '
On a I'(ln + 1) = nl,Vn € N la propriété fondamentale, on peut arriver a une

expression plus générale dans le cas ou n est négatif ou nul

(1) (:) —n(l=n)---(k—=n—1)  T(k—n)

k! T(k+ 1) (—n)

4 Université BBA



1.2. DERIVEES ET INTEGRALES FRACTIONNAIRE

Définition 1.4 La dérivée fractionnaire au sens de Grimwarld-Letnikov d’ordre o

et (—a) d’une fonction f, ou f est une fonction continue sur l'intervalle [a,x] est :

GlDaf(x) _ hmlil—‘ F(k_a)

h0 he &= Tk + I (—a) f(@ = kh)

1

- o /:(g;_t)—a—lf(t)dt. (1.8)

W L 1 & T'k+aw
GLD f(l') - ilz%h—algof(k%—l)F(Q)

f(xz — kh)

1 T
= — — 1) f(t)dt. 1.9
Fay L, =00 (19)
Si f est de classe C™, des intégrations par parties de (1.8) et (1.9) nous permit
d’écrire :
pour a > 0
m—1 (k)(a)(x _ a)kfa 1 x
GLDa — f / ¢ m—a—1 g(m) dt
pour a < 0

B a)(@ —a)te 1
Thtatl) | Tm+a)

)= 3 [ =ty gy

Exemple 1.1 La dérivée fractionnaire de Grinwald-Letnikov d’une fonction constante

est en général ni nulle ni constante, en effet :

Si f(x) = c et a non entier, on a f®(x) =0 pour k =1,2,...,m et donc,
GL o & M) (@ —a)t e 1 v m—a—1 ¢(m)
PO = X T ar T a) | @ =ty @
C(SL’ — a)—a = f(k) (CL) (I‘ — a)k_a 1 * m—a—1 g£(m)
Mi—a) 2 Th-at1) F(m—oz)/a (z =ty ()t
c —a
= T —a) (x —a) .

1.2.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre o € C (Re(a) > 0), Suivant 'ap-
proche de Riemann-Liouville, il généralise la fameuse formule d’intégrale (attribuée
a Cauchy) a répété n-fois.

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [0, 7], T > 0. Une primitive de f est

donnée par 'expression :

I'f(z) = /0 F(t)dt. (1.10)

5 Université BBA



1.2. DERIVEES ET INTEGRALES FRACTIONNAIRE

Pour l'intégrale seconde et d’apres le théoreme de Fubini on obtient :
Pf) — /xllf( ds _/ (/ f(t dt) ds — / (/zds) F()dt
0 t
- / Yo — 1) f(t)dt.
0

En général, on a

/ / / f(@n)dendn ... dvy = (nil)! /Oz(x—xl)“f(:vl)dxl.
(1.11)

Définition 1.5 [6] Soit f € L'([0,T]), T > 0. L’intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville de la fonction f d’ordre a € C (Re(a) > 0) notée I* est définie par :

I f(a) = F(la) [ =i i, >0, (1.12)

on prend la notation, I°f(z) := f(x).

Exemple 1.2 Soit f(x) = 2*, on calcule l'intégral d’ordre c,

I(k+1) otk
a4+ k+1) ‘

Théoréme 1.1 [15] Si f € LY([0,T]), T > 0, alors I*f existe pour presque tout
t €[0,T)] et de plus I*f € L*(]0,T7).

Ixk = (1.13)

Preuve 1.1 En introduisant (1.12) puis an utilisant le théoréme de Fubini, on

trouve :

[ i@l < F(la [ [ =it

< i | If(t)|</ <x—t>a-1dx) it
= aFl /’f T—t)%dt

< dt.
- a+1/ |f |

Puisque f € L'([0,T)), la derniére quantité est fini, ce qui établit le résultat.

Proposition 1.1 [6] Soient o, f € C (Re(a) > 0, Re(B) > 0), pour toute fonction
feLY([0,T)), T>0ona:

1 (1°f(2)) = I°*P f(w) = I°(I° f (x)).

pour presque tout t € [0,T]. Si de plus f € C([0,T]), alors cette identité est vraie
vt € [0,7].

6 Université BBA



1.2. DERIVEES ET INTEGRALES FRACTIONNAIRE

1.2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.6 /0]

Sur Uintervalle [0,T], T > 0 la fonction f € L*([0,T]), T > 0, tel que la dé-
rivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre a € C
(Re(a) > 0) notée B'Df est définie par :

RLDUf(z) = DI f()

1 dv e e
_ F(n_a)dﬂ/o (@ — )" Lf($)dt, x> 0.

Propriétés 1.3 [6] Soient o, 5 > 0 tel quen —1 <a<n,m—1< 3 <m tel que
n,m e N:

1. Sia> B3>0, alors pour f € L'([0,T]), T > 0, la relation :
DP(I° f(x)) = 177 f(x)

est vrai presque partout surt € [0,T].

2. Si 3> a>0 etla dérivée fractionnaire D~ f existe,alors on a :
D(I° f(x)) = D°~* f(x).

3. Pour a > 0, k € N*. Si les dérivées fractionnaires Df et D¥te f existent,

alors :

D*(D*f(x)) = D" f(x).

Propriétés 1.4 Pourn—1<a<n, m-1<pg<m, ona:

1. L’opérateur de Riemann-Liouville est linéaire
D*(Af + g)(x) = AM(D*f)(z) + (D%g)(x), A € R.

2. En générale

D*(D’f(x)) # D*(D* f(x)).

Lemme 1.1 [1] Sim —1 < a <m, m € N* alors,

— D (I°f) (z) = f(x), | (1.14)
- DY) (@) = f@) = SO0 e >0 (1.15)

7 Université BBA



1.2. DERIVEES ET INTEGRALES FRACTIONNAIRE

Remarque 1.1 On remarque que D* (I*f) = I* (D f) pour tout fonction vérifiée :
fO0)=0,0<i<[a].

Exemple 1.3 Soit f(x) = z* on calcule la dérivée d’ordre 3/2 de f :
On a la définition :

D f(a) = L

['(n—«) dan /ow(x — "

Pour o = % donc n = 2 on trouve :

3 1 d* = -1,

on pose I = / (x — t)_Tthdt, et d’apres lintégrale par partie deux fois, on obtient :
0

I = [(- 2)t2(:z:—t +/ At(x — t)3dt

Donc,
3 1 d* /16 5
D2 f(z) = ( )dmz( )
— 4]t

™

1.2.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.7 /8]
La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction f donnée sur l’inter-

valle [a,b] et n € N est définie par la relation suivante :

Cpofp) = )/a( AR O (1.16)

I'(n—a x —t)etl-n
Remarque 1.2 L’avantage principal de l’approche de Caputo est que les conditions
initiales de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo des equation différentielles

fractionnaire prennent la méme forme que dans le cas des equation différentielle

d’ordre entier.

8 Université BBA



1.2. DERIVEES ET INTEGRALES FRACTIONNAIRE

Exemple 1.4 La dérivée fractionnaire de Caputo pour la fonction constante est
égale a zéro :
D% =0. Ya>0. (1.17)

En effet, soit « > 0 et « € In—1,n[, n € N*, on applique la définition de la

dérivée de Caputo,

a _ mm—a r(n - 1 z f(n)<t)
¢p flz)=1 f( )(x) = F(n—a)/o (Sﬂ—t)a""l_"dt’ t>0,

et car la n-ieme dérivée d’un constante est égale a 0 avecn € N :

“D% = / dt = 0.
¢ IF'(n—a) o (z—t)atl-n 0

Exemple 1.5 On calcule la dérivée d’ordre 3/2 de g au sens de Caputo, tel que
g(z) = 2% : On a la définition :

C no _ 1 A0
Di () = I'(n— ) /a (x — t)a“*”dt

Pour oo = % donc n = 2 on trouve :

3 1 ¢ 2
D> f(x) = () /o G —t)%dt
D’aprées 'intégrale par partie, on obtient :
Cpia?) — 112/35(;5 _hFar
I'(3) Jo

R B

= 4,/=.

T

Question : Pourquoi ¢ D2 (22) =RL D3 (22)?

1.2.5 Relation entre les dérivées fractionnaires au sens de

Riemann-Liouville et de Caputo

Le théoreme suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

et celle au sens de Riemann-Liouville.

Théoréme 1.2 [15] Soit Re(a) > 0 avec n — 1 < Re(a) < n, (n € N*), et soit
f une fonction telle que les dérivées fractionnaires © D f(x) et BLDf(z) existent

alors :

f(k) (O) xk—a'

D) =" D) - X (118)
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1.2. DERIVEES ET INTEGRALES FRACTIONNAIRE

Preuve 1.2 On considére le développement limité en série de Taylor de la fonction
fenx=0:

’ " (n—1)
f@) = fO+ L Ly O ot g )
n=l£(k)((
= Xyt el
k=0

ol

x (n)
Roalo) = [ (ﬁ _(f;!(:p—t)dt.

On utilisant les propriétés d’intégration d’ordre n, on a;
1 x
R :—/ ™) (#)(x — £ tdt = " f™
@) = i [ 10 =) 1)

En utilisant la linéarité de ['opérateur de Riemann-Liouville et la relation de la
fonction f(z) = 2° est donnée par :
r 1
RLDaxB — (6 + ) lﬁ*a7
I'g—a+1)
Alors

n—1 ¢(k)
FEpef(z) = ™D° (;} FJE p _E_Oi)xk + Rnl(x)>

= fW(0)
_ RLDQ f iL'k +RL DaRn, (I’)
k; T(k+1 !

)
n—1 k)
f( (0) RL k RL
— ) RLpagk (RL pap (p
k; L(k+1) (@)

- b MO0k 4 1) Ca agn p(n)
- S R )

_ = f(k) (O) k—a n—a r(n)
— kz:%) mx + 1" " (2)
n—1

o f(k)(o) - «
— kz:% TG —arT) 1)a;k +¢ D f(x).

Donc

n—1 (k)
CDaf(QZ) _RL Daf(l‘> . Z P(kf_ éOj_ 1)561670[,
k=0

qui est requis.
Remarque 1.3 Si f*)(0) =0 pour k =0,1,...,m — 1, alors

CDf(x) =1 D f(2). (1.19)
Donc, la question précédente a été répondue.
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CHAPITRE 2

Méthodes numériques pour résoudre les EDFs

Dans ce chapitre, on présente deux méthodes numériques pour résoudre les pro-
bléemes de valeur initiale des équations différentielles fractionnaires de Caputo ou
de Riemann-Liouville [2, 1]. De maniére générale un probléme fractionnaire continu

prend la forme suivante pour m — 1 < o < m,

{ “Diu(t) + g(tyu(t) = f(t), t€la,b], (2.1)

ud(a) = uj), j=0,....,m—1,

ou *D est la dérivée d’ordre av au sens Caputo ou Riemann-Liouville, g et f deux
fonctions connues continues sur [a,b], u est une fonction inconnue de la variable

indépendante ¢.

2.1 Meéthode des différence finies fractionnaires

On applique cette méthode sur les dérivées fractionnaires au sens de Caputo.
Notre méthode était basée sur I'approximation des dérivées par la développement
de Taylor, et approche le terme intégrale dans la définition de Caputo par la regle

trapézoidale composite [2].

2.1.1 Séries de Taylor et approximation par différence finies

La formule de Taylor, du nom du mathématicien Brook Taylor qui 1’établit en
1712, permet I'approximation d’une fonction plusieurs fois dérivable au voisinage
d’un point par un polynome dont les coefficients dépendent uniquement des dérivées

de la fonction en ce point, cette formule au voisinage de a définie par :

2

(=) gy 4 E =)

(z —a)*
T 21

u'(a) + - = kio: Tu(k)(a).

u(z) = u(a) +

11



2.1. METHODE DES DIFFERENCE FINIES FRACTIONNAIRES

Dans ce contexte, nous remplagons x et a par x; + h et z;, respectivement. Nous
nous référerons a h comme étant 'incrément de z. Par conséquent, nous pouvons

maintenant écrire la série de Taylor sous la forme :

2 o) k
u(x; + h) = u(x;) + ﬁu’(:cj) + Z!u”(xj) +ee= kz_: h!u(k)(:cj), (2.2)
et
_ h l § " _ . khk (k)
ey = B) = u(ay) — ol () + o ) == DO (23)

La définition de la dérivée dans le continuum peut étre utilisée pour obtenir une
approximation de la dérivée dans le cas discret. Pour le traitement de nombreux
problémes, il est beaucoup plus pratique de ne prendre que les deux premiers termes

du c6té droit de (2.2). Nous avons maintenant,
u(z; + h) = u(x;) + h'(x;) + O(h), (2.4)

ou expression O(h) désigne I'erreur de troncature résultant de la troncature de 'ap-

proximation de la série de Taylor qui est proportionnelle a z. En utilisant la relation

(2.4), nous pouvons obtenir I'approximation de la différence directe du premier ordre

pour «'(z) comme suit :

u(z; + h) — u(z;)
h

u'(x)) = + O(h), (2.5)

et en remplacant h par —h, on a

o (;) = “8) = Z@j —M) 4 om), (2.6)

que 'on appelle 'approximation de la différence inverse du premier ordre de u'(x).

En soustrayant 1’équation (2.3) de I’équation (2.2), on obtient :
u(z; + h) —u(z; — h) = 2hu'(z;) + O(h?),
ce qui, apres réarrangement, donne

; u(z; +h) —u(z; — h) >
u'(x) = o + O(h%), (2.7)

cette formule est appelée approximation de la différence centrée du second ordre
pour u/(x) au point z = z;.

De nouveau, par l'addition a (2.3) de (2.2) on obtient,
u(z; + h) +u(r; — h) = 2u(z;) + h*u"(z;) + O(h?), (2.8)

i (1) = uw(xzj + h) — 2u(x;) + u(z; — h)
j 72

+ O(h?). (2.9)
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2.1. METHODE DES DIFFERENCE FINIES FRACTIONNAIRES

Théoréme 2.1 [2] Supposons que l'intervalle [a, ] est subdivisé en n sous-intervalles

[z, x;11] de langueur h = b*Ta

en utilisant les noeuds également espacés v; = a+ jh
pour 7 =0,1,...,n. La regle trapézoidale composite pour n sous-intervalles peut étre
exprimée comme : -

52 (zj-1) + u(z;)]. (2.10)

On a 'approximation de I'intégrale de u(x) sur [a, b] donnée par :

b
/ uw(z)dr = T(u, h), (2.11)
et on a : /
1 t
“Dou(t) = / w(s) ds, 0<a<l, t>0.
I'(n—a)lo (t—s)
D’apres la formule d’intégration par partie on déduit que :
1
C na 11— 1 «
D 0)t / ds| .
u(t) = u—awu—a[ * ’

Pour estimer l'intégrale on utilisant la regle trapézoidale composite (2.10-2.11) :
On pose u(z) = (t — z)' " (x). Alors :

[ = 53— ) ) + = ) )
h - 11—« // h - —Q //
= 2;(15—%'—1) (zj-1) 52:: t—a;)! (;)
= Gl =)' ) (£ ) ) + 2 () 0w )

Donc :

h[(t = @) =" (o) + (t — )"~ (n) + 2 Z (t =)' ou" ()]

“Diut) = 21— a)l(1—a) -

' (0)(t — o)t
(1-—a)l'(1—-a)

_|_

on pose u(z;) = u;,

—?)Uj + 4Uj+1 — Uj42

!
u - =

J 2h )
S = YT 2uj41 + Ujyo

j h2 ’
N Sk L L

j h2 )
W = Uj—2 — 2“3’—1 + Uy

J h2 )
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2.1. METHODE DES DIFFERENCE FINIES FRACTIONNAIRES

Donc
’LL/ _ —3U0 —+ 4U1 — U9
0 2h 7
no_ up — 2ug + U
K
n __ Un—2— 2Up—1 + Up
U, = 2 )
Alors
1 Uy — 2u1 +u Up—g — 2Up—1 + U
C Nna 0 1 2 11—« n—2 n—1 n 11—«
Du(t) = { t—x + t—x,
rult) (1—a)T(1—a) 2h (t = 20) 2h ( )
n—1
i1 — 2u; + u; —3ug + 4u; —
n Z Uj—1 U; Uj41 (t i xj)lfa + Ug Uy U2 (t . xo)lfoz , (212>
e h 2h
et on a z; € [0,t;], c’est a dire, t; —x; =0, Vj > i.
U Y
Maintenant on pose a;; = 2h(1=a)l(1=a) ,
0 si1< ]
i—1
CDS‘U(Q) = (—2U0 + 2U1)Cli0 +2 Z(u]’,1 — QUj + ujﬂ)aij, 1= 1, ., n.
j=1
On écrire cette relation sous forme matricielle,
e Pouri=1ona: CDSU(tl) = —2a10u0 + 2&10’&1.
e Pouri=2ona:
CDgU(tQ) = —2a20u0 + 2@20’&1 —|— 2<U0 — 2U1 —f- UQ>CL21
= (—2&20 + 2@21)“0 + (2&20 — 4@21)114 + (2@21)”&2.
e Pour i = 3 on obtient :
CDgU(t;;) = —2CL30U0 + 20,30U1 + 2(U0 — 2u1 -+ UQ)CL31 —+ 2(U1 — 2UQ -+ Ug)agz,

= (—2a30 + 2@31)U0 + (2@30 — 4@31 + 2@32)U1 + (2@31 — 4@32)U2 + (20/32)U3,
e Pour i = 4 on trouve :

CD(O)‘U(M) = —2a40ug + 2a40u1 + 2 (u() —2u1 + u2> aq1 + 2 (u1 — 2uo + U3) aqo + 2 (UQ — 2ug + U4) aq3,

= (—2a40 + 2a41)up + 2(a40 — 2a41 + as2)ur + 2(as1 — 4as2 + asz)uz + 2(as2 — 2a43)us + 2a43u4

donc la matrice correspondant a ce systéme est :

€ Dgu(ty), ....C D2u(t,)]t = DU + Up; (2.13)
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2.1. METHODE DES DIFFERENCE FINIES FRACTIONNAIRES

ou U = (uy,...,uy)" Uy = ((—2a40 + 2ai1)up): et

i=1n

[ 2(110 0
2(120 — 4a21 2&21
2a30 — 4az1 + 2a3 2a31 — 4asz 2a3
L 2an0 - 4an1 + 2an2 e 2an,n—3 - 4an,n—2 + 2an,n—1 2an,n—2 - 4an,n—1 2an,n—1
(2.14)

Cette matrice est facile a programmer, et nous 'utilisons pour résoudre le probleme
(2.15).

2.1.2 Application MDF sur un probléme d’une équation dif-

férentielle fractionnaire

On appelle le probleme (2.1),

CDeult) + g(t)ut) = f(t), t€lad, 0<a<l, (2.15)
u(a) = uo, '
La discrétisation de ce probleme en t; donné par :
“Du(ty) + g(tult) = f(t), i=1,...,n, (2.16)
U(to) = Up.

Notons f(t;) = fi, g(t;) = g¢; et soit u; Papproximation de u(t;). Maintenant, on

utilisons la forme matricielle (2.13) dans le probleme discrete (2.16), on obtient,

DU +GU = F
(D+G)U=F (2.17)

ot D définie par la matrice (2.14), F = (fi — (—2aio + 2a:1)ug):_1 et

_91 0 0 ... 0 |

0 g 0 - 0
g=1|.

0O 0 ... 0 gn

Maintenant, en résoudre ce systeme matricielle et en déterminant les coefficients

inconnus du vecteur U, c¢’est a dire la solution approchée aux points de discrétisation.
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2.2. METHODE SPECTRALE DE LEGENDRE

2.2 Meéthode spectrale de Legendre

Dans cette partie on donne quelques définitions et propriétés sur les polynémes

de Legendre, et on définie la matrice opérationnelle correspondant ces polyndémes.

2.2.1 Notions sur les polynomes de Legendre

On appelle polyndéme de Legendre de degré n le polyndéme définie par la relation

de récurrence [19],
(n+1)Lyti(z) = (2n+ 1)Ly (x) — nl,—1(z), (2.18)

initialisé par

Les premiers polynémes de Legendre sont,

Lo@) = 1,

Li(z) = =z, M

Ly(z) = (3% —1)/2,

Ly(x) = (2" —32)/2 )

Li(z) = (352% — 3022 + 3)/8, e

Ls(x) = (632° — 702% + 152)/8, S T T TR
Lo(x) — (2313:6 31504 + 10522 — 5)/16.FIGURE 2.1 — Premiers polynomes de Legendre.

Propriétés 2.1 [19]

1) Les polyndémes de Legendre sont solution de l’équation différentielle
(1 —2?)y" —2zy' + n(n+ 1)y = 0,
2) Les polynomes de Legendre satisfont la relation de récurrence
(1—a*)L (z) = —naL,(z) +nL,_(z),

3) Formule de Rodrigues

(1 a

onp! dxn

Ly(z) = (1—a?),
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2.2. METHODE SPECTRALE DE LEGENDRE

4) Majoration

Vo € [_17 1]7 ’LTL(:U)’ < 1?

Vee[-1,1], |L.(z)] < ”<”2+ 2
Ve e [-1,1], |L.(z)] < 87m(11—x2)’

1— L%(x) 5 2n +1
=t ) = 0 T IO = 5650

5) Les polynomes de Legendre sont les polyndmes orthogonaux relativement d la
fonction de poids w(x) =1 sur lintervalle [—1,1].
6) Les polynomes de Legendre vérifiant la formule

1 2
Ln Lm = 5 19,m;
/—1 (2) Ln(z)d 2n + 16 ’

2
on—+1

1 3
en particulier L,(1) =1 et || Ly, ||2= </ Li(w)dm) =
-1

2.2.2 Polynémes de Legendre décalés et leurs propriétés

On note P;(z) les polyndémes de Legendre décalés définie sur [0, 1] par la relation
suivante : Py(z) = L;(2z — 1); x€[0,1], i=0,1,....

C’est a dire, s’écrit la relation (2.18) comme :

(20 +1)(2x — 1)P<(:z:) i
i+1 '

Pi(z) =

avec Po(z) =1et P, =2z — 1.

Les premiers polynémes de Legendre sont, .

@ =1

() = 2z—1,

(r) = 62> -6z +1, 0:

() = 20z° —302% + 122 — 1,

() = 70z* — 1402 + 902* — 20z + 1, B [ P ———
() = 2522° — 6302 + 5602° — 21022 + 30z - . S ‘
() = 9242° — 27722° + 31502 — 16802°

149022 — 427 & 1. FIGURE 2.2 — Premiers polynomes de

Legendre décalés.
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2.2. METHODE SPECTRALE DE LEGENDRE

Les polynémes de Legendre décalés P;(x) peuvent étre écrits sous forme analy-

tique de degré ¢ comme suit :

Py(x) = Z(—1)i+’€(i(fk];)('k!)2. (2.20)

k=0

Alors que P;(0) = (—1)" et Pi(1) = 1.
Les polynémes de Legendre sont des polynomes orthogonaux et la condition

d’orthogonalité pour les polynémes de Legendre décalés est :

1

/01 Py(z)Pj(z)dz = { 2i+1

siit =7
0 sinon .

2.2.3 Approximation d’une fonction

Soit u(z) € L*(0,1), nous approximons avec des polyndmes Legendre décalés

de degré ¢ comme suivant :
u(z) = ¢Pi(x),
i=0

tel que les coefficients écrire sous la forme suivante :

G = (2z’+1)/01u(:c)1%(x)dx, i=1,2,... (2.21)
alors,
un(x) = Z(:]ciPZ-(x) = C0Td(x), (2.22)

tel que C' et ®(z) qui sont donné sous la forme suivante :

ot = [co, €1y .-y CN],

@({L‘) = [P07P17"'7PN]T'

2.2.4 Matrice opérationnelle de l’intégration d’ordre frac-

tionnaire

Dans cette partie, nous définissons la matrice opérationnelle de I'intégration frac-

tionnaire des polynomes de Legendre décalés, a savoir comme suit :

Théoréme 2.2 [1] Soit ®(x) la base des polynéomes de Legendre, alors :

I°®(z) = A°P(z); (2.23)
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2.2. METHODE SPECTRALE DE LEGENDRE

tel que A* est la matrice opérationnelle d’intégration fractionnaire des degrés (N + 1)(N + 1)

£0,0,0 0,10 o &N
1 1 1
Yok &k 0 X &Nk
AY — k=0 k=0 k=0
N N N
Y énok X énak 2 NNk
k=0 k=0 k=0

tel que :

(=) G+ R+ )
(- K E+ratr DG -D2ELI+atl)

J
ik = (27 +1) Z (2.24)
l_

Preuve 2.1 On a la forme analytique des polyndmes de Legendre décales (2.20) et
en utilisant les deuz équations (1.12) et (1.13)On obtient ce qui suit :
(—1)"* (i + k)!
I°Py(z) = (%)
kzo (i — k)!(K)
( ) k(Z ) Ia+k
WK T(k+a+1)

=0,1,...,N, (2.25)
k=0 (

a+k

on arrondit maintenant x de degré (N+1) pour les polyndmes de Legendre décalés

sont les suivants : v
=D aPy(x), (2.26)
=0
ou :
1
ar; = (27 + 1)/ 2 Py(z)dx

!
_ (2j+1/ a+’fz Ni”)x dr

(J — D)2
J J-H(j —|—l)
= (2j+1) / Lo g
l; (G =DK)?* Jo
2 (1) +1)!
= (2i+1 : 2.27
% gj—l)(l') 2k +1+a+1) (2.27)
En utilisant les équations (2.25)-(2.27), nous obtenons ce qui suit :
1)(’+k (i +k)!
I*Fi(z) =~ P, 2.98
@) ,;]]z% T+ a1 1)) (2.28)
= Z <Z fmm) Pj(z) i=0,1,...,N. (2.29)
j=0 \k=0

Nous écrivons l’équation ci-dessus sous forme vectorielle :

x) = [Z i 0k Z Eitky- s Z szk] ®(x), 1=0,1,...,N. (2.30)
k=0 k=0 k=0
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2.2. METHODE SPECTRALE DE LEGENDRE

2.2.5 Application de la matrice opérationnelle de Legendre

Nous présentons maintenant une méthode numérique pour résoudre une équation
différentielle d’ordre fractionnaire a l’aide de la matrice opérationnelle de Legendre

[1].

Soit I’équation différentielle suivante :
k
Du(z) = a;DPu(z) + aprru(z) + v(z), (2.31)
i=1

avec les conditions
u(0)=d;, i=0,1,...m—1. (2.32)

tel que a;(i = 1,...,k + 1) sont des nombres réelleset m — 1 <a <m
0 < By < Po-+ < Pr < aet D* désigne les dérivées fractionnaires de Riemann-
Liouville d’ordre a.. Pour résoudre ’équation (2.31) et (2.32), on applique l'intégra-

tion de Riemann-Liouville d’ordre « :

k
I“(Du)(z) =Y a;I*(DPu)(z) + a1 u(z) + 1%v(z),
i=1
m—1 o k m;—1 7
u(x) — u(l)(OJ’)W =>"a; 1P fu(z) - > u(z)(0+)ﬁ + ap1 [%u(x) + I (x),
=0 S 1 i=0 :
avec
uD(0)=d;, i=0,1,....,m—1,

tel que m; —1 < o < m; donc

j=1 (2.33)
U(Z)(O):dl, 2_0717 am_la
tel que
m-1 i k mi—L i
fa) = Iu(@) + 3 di = Y Pu(e) | 3 i
=0 =1 =0 :
On approximées u et f par les polynémes de Legendre décalés :
N
u(z) ~un(z) =Y c;Pi(x) = CT (), (2.34)
i=0
N
f@) = fn(2) Y fiPi(x) = FT®(x), (2.35)
i=0
tel que le vecteur T = [fy, f1, ..., fn] connu et CT = [¢1, ¢y, ..., cy] inconnu
I“uy(z) = CTI*®(x) = CTA*®(x) (2.36)
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2.2. METHODE SPECTRALE DE LEGENDRE

tel que A® définies dans le Théoreme 2.2, en utilisant les équations (2.34)-(2.36) on

trouve Ry(x) :

k
Ry (z) = (C’T —C" > a;A*P — a CTAY — FT> O (x), (2.37)
i=1
alors,
(R, P, / Ry(2)Py(x)dz j=0,1,..,N —m, (2.38)
avec
uD(0) = CTOW (z Z P (0 i=0,1,....,m—1, (2.39)

tel que P,gi) définie par :

—1)EH (4 3)!

PP = (k — i)l!

(2.40)

Maintenant, en résolvant ce systeme d’équations linéaires et en déterminant les coef-

ficients inconnus du vecteur C, on peut calculer u(z) comme dans I’équation (2.34).
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CHAPITRE 3

Résultats numériques

Dans ce chapitre, nous appliquons les méthodes proposées a des exemples avec
une solution connue, pour démontrer 'applicabilité et précision des méthodes. Le
Théoreme 1.2 nous permet d’appliquer les deux méthodes au méme exemple si
u™(0)=0,k=0,1,...,m — 1.

Dans ces exemples utilisons les notations de I'erreur suivantes :
en(wi) = |u(zi) — wil,
en(z;) = [ulzi) — un(zi)l,
ou u(x;), u; et uy(x;) sont la solution exacte, la solution approchée par la méthode
des différences finies et la solution approchée par la deuxieme méthode de spectrale

de Legendre en z; respectivement. Pour résoudre les systémes (2.17) et (2.38) en
programme avec le langage MATLAB 2009b.

Exemple 3.1 Considére [’équation différentielle fractionnaire suivante :

CDf}u(x)—l—u(m):%, O<a<l, z>0, (3.1)
u(0) = 0. '

La solution exacte de cet probléme :
u(zr) = 2*E,5(—2%); ot E est la fonction de Mittag-Leffler définée par la formulel /.

Dans cet exemple (D§u(z) =% Dgu(x)), nous allons appliquer les deuz mé-
thodes, et trouver la solution approchée en différent points sur un intervalle fini
a n = 100,400 pour la différences finies, et N = 4,8 pour la méthode spectral de
Legendre (3.1), avec la représentation graphique dans la figure (3.1) qui données la

convergence de les deux méthodes.
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Exemple 2

MDF : n = 100, 400

MSL : N = 4,8

X

Sol. exact

€100(2;)

€400(2;)

é4(l’7,)

ég(l’z)

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

3.6361e-06
5.5242e-05
2.6920e-04
8.2475e-04
1.9605¢-03
3.9707e-03
7.2018e-03
1.2050e-02
1.8960e-02
2.8422¢-02

1.2946e-07
9.3817¢-08
2.3937e-07
4.6006e-07
7.5856e-07
1.1363e-06
1.5938e-06
2.1315e-06
2.7491e-06
3.4464e-06

1.2946e-07
6.9445e-07
1.8011e-06
3.4946¢-06
5.7985e-06
8.7255e-06
1.2282e-05
1.6470e-05
2.1291e-05
2.6743e-05

1.63e-06
3.21e-06
3.97e-06
8.27e-08
4.57e-06
5.50e-06
7.65e-07
6.54e-06
6.11e-06
2.14e-05

3.61e-09
4.90e-09
2.82e-09
3.42e-09
4.95e-09
1.60e-09
6.20e-09
2.92¢-09
1.72e-09
1.86e-08

TABLE 3.1 — Comparaison entre les deux méthodes a différence n et N avec a@ = 0.85,

pour 'exemple 3.1.

0=0.5: MDFF

logyo([lévllsc)

200

300 400 500 600

n

700 800 900

(a) Méthode différences finies

1000

o=0.5: MSL

(b) Méthode spectrale de Legendre.

FIGURE 3.1 — Résultats numériques pour I'exemple 3.1, par les deux méthodes.
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Exemple 2

Méthode diftférence finies : n = 100 Méthode spectrale de Legendre : N = 10
i | =02 a=04] a=06|a=08 || a=02 | a=04| a=06| a=0.8
0.1 | 1.89e-08 | 7.69e-08 | 2.03e-07 | 4.33e-07 || 2.18e-10 | 2.86e-10 | 1.80e-10 | 5.54e-11
0.2 | 8.91e-08 | 3.90e-07 | 1.16e-06 | 2.84e-06 || 2.31e-10 | 3.03e-10 | 1.86e-10 | 5.42e-11
0.3 | 2.17e-07 | 9.80e-07 | 3.13e-06 | 8.32e-06 || 4.90e-11 | 1.04e-10 | 1.20e-10 | 6.27e-11
0.4 | 4.04e-07 | 1.86e-06 | 6.22e-06 | 1.76e-05 || 4.09e-10 | 6.11e-10 | 4.73e-10 | 1.84e-10
0.5 | 6.53e-07 | 3.05e-06 | 1.05e-05 | 3.10e-05 || 4.85e-10 | 6.84e-10 | 4.76e-10 | 1.63e-10
0.6 | 9.64e-07 | 4.54e-06 | 1.60e-05 | 4.90e-05 || 1.36e-10 | 1.49e-10 | 4.72e-11 | 8.81e-12
0.7 | 1.34e-06 | 6.35e-06 | 2.28e-05 | 7.17e-05 || 3.30e-10 | 5.18e-10 | 4.24e-10 | 1.70e-10
0.8 | 1.78e-06 | 8.46e-06 | 3.08e-05 | 9.92e-05 || 5.88e-10 | 8.55e-10 | 6.16e-10 | 2.15e-10
0.9 | 2.28e-06 | 1.09e-05 | 4.01e-05 | 1.32e-04 || 7.05e-10 | 9.96e-10 | 6.80e-10 | 2.22e-10
1.0 | 2.85e-06 | 1.36e-05 | 5.07e-05 | 1.69e-04 || 2.18e-09 | 2.54e-09 | 1.34e-09 | 3.70e-10

TABLE 3.2 — Comparaison entre les deux méthodes a différence o pour n = 100 et

N =10, pour I'exemple 3.1.

0.035

0.03

0.025

0.02

app

0.015

0.01F

0.005

a=0.2 ‘
a=0.4
a=0.6
a=0.8

0.2

n
0.4

.
0.6 0.8

a
g 0.02f
E)

MSL: N=10

0.035

0.03r

0.025

0.015

0.01r

0.005

o=0.2
o=0.4
o=0.6
o=0.8

n
0.2 0.4

.
0.6

.
0.8

FIGURE 3.2 — Comparaison de la solution u(z) par différence « par les duex méthodes

oun = 100 et N = 10, pour 'exemple 3.1

Exemple 3.2 [2] Considérons le probleme suivant :

La solution exacte est u(x)

|

(0) = 0.

2

=T —x.

ODé/%(x) = g\/“‘;’— 2\/g7 x>0,

(3.2)

Dans cet exemple (¢ Dyu(z) =L Dgu(x)), nous allons appliquer les deux mé-

thodes, et calculer ’erreur absolue en différent points sur un intervalle fini a n =
100, 400, 1000 pour la méthode de différences finies, et N = 4,8,12 pour la méthode
spectral de Legendre (3.3), avec la représentation graphique dans la figure (53.3) qui
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Exemple 2

données la convergence de ces méthodes.

MDF

MSL

X

n = 100

n = 400

n = 1000

N =14

N =38

N =12

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

1.4909e-04
2.1889¢-04
2.7231e-04
3.1729e-04
3.5690e-04
3.9269¢e-04
4.2560e-04
4.5622e-04
4.8498e-04
5.1217e-04

1.9831e-05
2.8514e-05
3.5172e-05
4.0783e-05
4.5725e-05
5.0193e-05
5.4302e-05
5.8126e-05
6.1717e-05
6.5114e-05

5.1217e-06
7.3160e-06
8.9993e-06
1.0418e-05
1.1668e-05
1.2798e-05
1.3837e-05
1.4804e-05
1.5713e-05
1.6572e-05

3.58e-04
5.61e-04
6.09e-04
5.02e-04
2.41e-04
1.75e-04
7.46e-04
1.47e-03
2.35e-03
3.39¢-03

7.03e-05
1.26e-05
1.08e-04
1.31e-04
5.34e-05
9.62¢-05
2.33e-04
2.17e-04
1.51e-04
1.12e-03

1.32e-05
1.01e-05
1.12e-05
2.12e-05
9.77e-06
3.10e-05
5.72e-06
4.90e-05
5.50e-05
3.14e-04

TABLE 3.3 — Comparaison entre les deux méthodes a différence

I’exemple 3.2.

logyg ([lenlloo)

o=0.5: MDFF

200 300 400

500 600 700
n

800 900 1000

(a) Méthode différences finies

n et N, pour

logyo(llén o)

0=0.5: MSL

(b) Méthode spectrale de Legendre.

FI1GURE 3.3 — Résultats numériques pour I'exemple 3.2, par les deux méthodes.
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Exemple 3

Exemple 3.3 [1] Considérons le probleme suivant :

{ BIDay(z) +u(z) =0, 0<a<2, x>0, (3.3)

u(0) = 1,4/(0) = 0.

La deuzxieme condition initial on utilisons uniquement dans le cas o > 1. La solution
exacte de ce probleme est :

a)k

Z:: &k+)

Dans le cas 0 < a < 1, on prend o = 0.85, le table(3.4) donne différentes valeurs
de N et calculons l’erreur absolue a chaque fois. Pour o = 1 la solution exacte est
exp(—x) et pour a = 2 la solution exacte est cos(x), dans les sous-figure (3.4) on
trace les solutions approché pour N = 6 et « = 0.75,0.85,0.95,1 dans (a), et dans
(b) on prend a = 1.25,1.75,1.95, 2.

MSL

T N=6 N=10 N=14
0.1 ] 2.49e-03 | 7.82e-04 | 1.98e-04
0.2 | 7.35e-04 | 6.67e-04 | 1.30e-04
0.3 | 2.13e-03 | 2.27e-04 | 1.02e-04
0.4 | 3.46e-04 | 4.33e-04 | 4.20e-05
0.5 | 2.24e-03 | 7.58e-04 | 2.16e-04
0.6 | 6.98e-04 | 3.83e-04 | 3.35e-04
0.7 | 2.14e-03 | 3.17e-04 | 3.63e-04
0.8 | 1.33e-03 | 7.77e-04 | 3.43e-04
0.9 | 3.02e-03 | 9.65e-04 | 2.61e-04
1.0 | 7.93e-03 | 3.27e-03 | 2.00e-04

TABLE 3.4 — Erreur absolue pour différentes valeurs de N par MSL pour I'exemple
3.3.
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Exemple 4

(a) 0<a<l

MSL: N=6 o

sol.ex a=1
- — - 0=0.75
— — - 0=0.85
- — —a=0.95 0.8

0.9
0.9

\\\
08F ™

0.7
0.7r

app

app

061
0.6

05t 05r

0.4f 047

FIGURE 3.4 — Comparions de u(z) pour différent 0 < o < 2 avec N = 6, pour
I’exemple 3.3.

Exemple 3.4 [1] Considérons le probléme suivant :

{ D2u(z) 4 u(z) = 2 + 4\/27 x>0,

u(0) = «/(0) = 0. (34)

La solution exacte est donnée par u(z) = x2.
Contrairement aux exemples précédents, la valeur de o est fixe. En appliquant la

meéthode spectrale de Legendre, pour N = 2, nous pouvons écrire la solution appro-

chée sous la forme :

M

[e=]

uy(z) = ¢ Pi(x) = CTd(x),

fz) ~ ;}gzﬂ(«%) = F'®(x),

D’aprés le théoréme (2.2), nous avons :

1 3 1

15 35 63

A3 — 8 S

3% 45 77

ﬁ 1 =3 =1

315 385 117

fo 0.3714

f=1h =] 05720

fa 0.2158

Par conséquent, en utilisant ’équation (2.38), nous obtenons :
8 Co C1 Co )

D L ) =0 3.5
CO+\/%<15 35 " 315) /0 (38:5)
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Exemple 5

Maintenant, en appliquant ’équation (2.39), pour les conditions initiales, nous ob-

tenons les résultats suivant :

2
ZCZPZ(O) =0 & cg—c1+c=0, (36)
=1

2
S GP(0)=0 < 20— 6y =0. (3.7)
=1

Enfin, en résoudre le systéme d’équations (3.5)-(3.7), on obtient :

1 1 1
co = 0.333229213984502 ~ 3 c1 = 0.499843820976752 ~ ;3 @= 0.166614606992251 ~ g

Par conséquent, nous pouvons écrire :
2
us(z) =Y ¢;Py(x) = 0.999687642° — (5.55e—17)x — 8.32e—17 ~ 2* = u(x),
=1

et le max d’erreur absolue dans cette cas est égale a : ||é3||co = 3.1236e — 04.

Exemple 3.5 [3] Considérons le probléeme suivant :

{ D2u(x) + 3u(x) = 32° + Soar, @ >0, (3.8)
u(0) = u/(0) = 0.

La solution exacte est donnée par u(x) = x3.

Le table 3.5, donne erreur entre la solution approchée a différente N. Dans
table 3.6, en change ['ordre d’approrimation N = 2,...,6 pour obtenir la solution

approchée, dans ce table on remarque que les coefficients ¢y, c1, co et c3 sont fixés

aux valeurs i, %, i, et % respectivement donc on écrire :
i Py(z) 1+9(2 1)+1(62 6+1)+1(203 3022 + 122 — 1)
¢iP(x) = -+ —02x— —(62* — 6x —(20z° — 30x T —
= 4 20 4 20
= 1‘3

?

cette derniere est la solution exacte de cette équation.
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Exemple 5

MSL

X N=2 N=3 N=6
0.1 | 5.97e-03 | 8.28e-07 | 6.71e-08
0.2 ] 1.99¢-02 | 2.69e-06 | 2.36e-08
0.3 | 3.58e-02 | 4.67e-06 | 1.78e-07
0.4 ] 4.76e-02 | 5.82e-06 | 1.26e-07
0.5 | 4.93e-02 | 5.23e-06 | 1.70e-07
0.6 | 3.51e-02 | 1.96e-06 | 4.12e-07
0.7 ] 1.29¢-03 | 4.91e-06 | 1.74e-07
0.8 ] 6.57e-02 | 1.63e-05 | 5.81e-07
0.9 | 1.64e-01 | 3.32e-05 | 6.83e-07
1.0 | 3.03e-01 | 5.64e-05 | 3.38e-06

TABLE 3.5 — Erreur absolue a déférent valeurs de N par MSL pour 'exemple 3.5.

Les coefficients (co, ..., cn)

0.2324573  0.3486860 0.1162286

0.2499940 0.4499795 0.2499777 0.04999226

0.2500006 0.4500025 0.2500064 0.0500071  2.628878e-6

0.2499998  0.4499996 0.2499990 0.04999761 -2.73288e-6 -1.035957e-6

0.2500000 0.4500000 0.2500001 0.05000041 1.017723e-6 1.193456e-6 4.632417e-7

o Gl w |2

TABLE 3.6 — Coefficients de la solution approchée a déférent valeurs de N par MSL

pour ’exemple 3.5

29 Université BBA



Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté deux méthodes numériques de résolution des
équations différentielles fractionnaires linéaires. La premiere méthode est la méthode
des différences finies fractionnaire (MDFF), cette méthode est basée sur les formules
de différences finies, utilisée pour les EDFs au sens de Caputo pour calculer une
solution approchée en point de discrétisation, et la deuxieme méthode est basée sur
la matrice opérationnelle d’intégration fractionnaire de Legendre, nous avons I'utilisé
cette méthode pour approximer la solution d’une classe des équations différentielles
fractionnaires au sens de Riemann-Liouville.

Pour voir efficacité de ces méthodes, on a utilisé plusieurs exemples numériques
avec MATLAB2009. 'analyse de I'erreur commise dans cette approche montre 1’ef-
ficacité de deux méthode. mais la méthode spectrale de Legendre permet d’obtenir
une bonne précision de la solution. De plus, un petit nombre de polynémes de Le-

gendre décalés est nécessaire pour obtenir un résultat satisfaisant.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons expliqué¢ et appliqué deux méthodes
numériques pour résoudre des équations différentielles fractionnaires linéaire,
la premicre est basée sur les différences finies et a ét¢ appliquée aux ¢quations
avec les dérivées de Caputo, et 1a seconde méthode est basée sur les polynomes
de Legendre décalés et a été appliquée aux équations avec les dérivés de
Riemann-Liouville.

Mots-clés. Equations différentielles fractionnaires linéaire, dérivées de
Caputo, dérivées de Riemann-Liouville, différences finies, polynomes de

Legendre décalés.

Abstract
In this thesis, we have explained and applied two numerical methods to
solve linear fractional differential equations, the first is based on finite
differences and has been applied to equations with Caputo derivatives, and the
second method is based on shifted Legendre polynomials and has been applied
to equations with Riemann-Liouville derivatives.
Keywords. Linear fractional differential equation, Caputo derivatives,
Riemann-Liouville derivatives, finite differences formulas, shifted Legendre

polynomials.
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