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Introduction générale

Introduction générale

Les problémes dynamiques en mécanique quantique non relativiste et relativiste sont d’un
intérét capital dans différentes branches de la physique et la chimie quantiques. En mécanique
quantique non relativiste, il faut résoudre 1’équation de Schrodinger associée a un
Hamiltonien comme premier pas pour comprendre le comportement quantique du systeme
physique qu’il décrit. Pour les systémes stationnaires, c’est-a-dire dont 1I’Hamiltonien ne
dépend pas explicitement du temps, 1’équation de Schrodinger se réduit a une €équation aux
valeurs propres apres séparation des variables d’espace et du temps. Les solutions de
I’équation de Schrodinger s’expriment alors comme des fonctions des variables d’espace

multipliées par des phases dépendantes du temps.

Pour les Hamiltoniens dépendant explicitement du temps, la séparation des variables
spatiales et du temps dans I'équation de Schrddinger associée n'est pas toujours possible et par
conséquent la résolution du probleme est souvent plus compliquée voire méme impossible de
facon exacte. En fait, hormis quelques cas extrémement rares, il n'est en general pas possible
de résoudre analytiquement I'équation de Schrédinger dépendante du temps. On est obligé de
faire appel a des méthodes approximatives dont chacune peut étre mieux adaptée pour certains
types de potentiels. La théorie des perturbations, utilisée pour résoudre approximativement
une multitude de potentiels connus en physique, peut étre appliquée notamment lorsque le
terme dépendant du temps est petit devant les écarts entre les niveaux énergétiques
[1].L’approximation adiabatique est une méthode qui est relativement valable lorsque le terme
dépendant du temps dans I’Hamiltonien varie trés lentement par rapport a tous les termes
caractéristiques du systéme [1]. En fin, I’approximation soudaine s’applique notamment pour
une certaine catégorie de potentiels ou le changement dans I’Hamiltonien occupe un intervalle

de temps tres court mais fini.

Il est bien connu que la méthode standard pour résoudre exactement I'équation de
Schrédinger, pour des Hamiltoniens stationnaires ou dépendants du temps, consiste a chercher
l'opérateur d'évolution associé [1]. Cet opérateur satisfait aussi une équation du type
Schrodinger dont la résolution (formelle), se fait généralement par 1’approche des
transformations unitaires. Parmi les méthodes alternatives, débouchant sur des solutions

exactes, il y a la méthode des invariants qui a été initiée par Lewis et Riesenfeld[6]. Elle

1



repose sur la résolution d'une équation aux valeurs propres relative a un opérateur dit invariant
et satisfaisant certaines conditions requises. Il s’avere parfois que cette approche est plus
convenable que la méthode directe reposant sur ’opérateur d’évolution.

Dans ce travail, nous allons nous pencher sur la méthode des invariants en la décrivant en
détail, en I'utilisant le probléme de I’oscillateur harmonique dépendant du temps [6].

Nous commencons, dans le chapitre 1, par un rappel succinct des éléments fondamentaux

de la mécanique quantique et les différentes méthodes utilisées pour la résoudre.

Dans le deuxieme chapitre, nous présentons la théorie des invariants de Lewis et

Riesenfeld.

Le troisieme chapitre est consacré a une présentation détaillée de la résolution du probléme
d’un oscillateur harmonique unidimensionnel et dépendant du temps, en utilisant la méthode

décrite au chapitre 2.

Enfin, nous terminons notre travail par une conclusion genérale.



Chapitre 1

L’équation de Schrodinger dépendant
du temps.
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1.1 Introduction

La mécanique quantique non relativiste, qui nous intéresse dans les travaux de cette mémoire, est
basée sur plusieurs postulats et principes dont essentiellement le principe de Heisenberg, le double
aspect de la matiére ‘onde-corpuscule” de Broglie et I’équation de Schrddinger. Cette derniére qu’on
peut qualifier d’équation fondamentale de la physique quantique non relativiste, fut alors proposée
en 1925 par Erwin Schrodinger. C’est 1’équation d’évolution dans le temps d’une certaine fonction
de carrée sommable, dite fonction d’onde, qu’on doit associer a toute particule matérielle pour
décrire a la fois ses aspects ondulatoire et corpusculaire. Plus de détails peuvent étre trouvés dans

les ouvrages élémentaires et spécialisés de la mécanique quantique tels que ceux des références

[1].[2].

1.2 L’équation de Schrodinger dépendant du temps

L’équation devolution de I’état dynamique d’un systeme quantique (particule élémentaire)
représenté par la fonction d’ondeW (7, t)a été formulée en 1925 par Erwin Schrodinger [2]. Depuis,
cette équation est considérée comme un postulat fondamental de la mécanique quantique non
relativiste .1l s’agit d’une équation du premier ordre par rapport au temps et du second ordre par
rapport aux coordonnées spatiales, faisant intervenir I’opérateur Hamiltonien du systéme. Elle prend

la forme suivante :
ih S W(F,t) = HE)W( L) (1.1)

Ou H(t) est ’opérateur Hamiltonien qui est un opérateur linéaire et Hermitien, éventuellement
dépendant du temps, tiré de la fonction Hamiltonienne classique du systéme

Considéré. Cette équation s’écrit aussi, dans la notation dite de Dirac, sous la forme :

HOW () =ih+ [W() (1.2)

Ou |¥W(t)) est un vecteur abstrait, appelé état du systéme. L’hamiltonienH peut étre exprimé
comme la somme de deux opérateurs: 1'un qui correspond a I’énergie cinétique et l’autre a

I’énergie potentielle

H(E) = Z +V(r,0) (1.3)

he o . : . . . .
Avec p=—VouV est 'opérateur gradient et V(r,t) étant I’opérateur d’énergie
[

Potentielle associée au potentiel d’interaction, éventuellement dépendant du temps.



CHAPITER 1: L’équation de Schrodinger dépendant du temps

L’opérateur hamiltonien dépend donc du temps si les potentiels qui entrent en jeu
dépendent eux-mémes explicitement du temps. Lorsque 1’opérateur H ne dépend
pas du temps, on est ramené par séparation des variables spatiales et temporelle a
une équation aux valeurs propres, appelée équation de Schrddinger stationnaire [5].
Par contre si I’hamiltonien est fonction du temps, on est obligé de résoudre

I’équation de Schrodinger dépendant du temps.
1.2.1 Superposition d’états

On peut faire un constations treés importante en regardant 1’équation de Schrodinger c’est qu’elle
linéaire. C’est a la base de méthodes puissantes de résolution de I’équation, qui si W, (r,t) et
Y, (r, t) sont deux solution de 1’équation (1.1), alors a;¥; + a, ¥, est aussi solution de 1’équation,
(a,et a,peuvent étre deux constantes complexes quelconques). [1] C’est ce que 1’on appelle le
principe de superposition, qui est I’un des principes fondamentaux de la mécanique quantique. Ceci
permet d’essayer d’écrire la solution générale sous la forme d’une combinaison linéaire de solutions

ayant certaines propriétés qui simplifient 1’équation.
1.2.2 Evolution temporelle d’un systéme quantique

On postule que I'évolution temporelle d'un systeme quantique [1] est lineaire de sorte qu'il existe

un opérateur U(t, t,) de l'espace de Hilbert H appelé opérateur d'évolution tel que :

Y(@,t) = UL, to) (7, to) (1.4)
Par ailleurs, afin d'assurer la normalisation de la fonction d’onde, I'opérateur d'évolution doit étre
unitaire
Ut(t,ty) Ut ty) =1 (1.5)
Oul est ’opérateur identité.
La définition (1.4) permet de montrer que I'équation de Schrddinger est également satisfaite par

l'opérateur d'évolution
ih- Ut to) = H(E) Ut t,) (1.6)

Le calcul exact de l'opérateur U(t,t,) dans le cas ou I'hamiltonien dépend du temps est en
général impossible, hormis quelque cas simples mais exemplaires, et on recourt le plus souvent aux

méthodes perturbation. En revanche. Si H est constant, on a

1
U(t,t,) = et ¢t (1.7)

1.2.3 Incertitudeset Mesure d’une état quantique

4
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Chaque grandeur physique mesurable A est dite observable. Les résultats possibles de la mesure
deA sont les valeurs propres de I’opérateur (observable). La probabilité de trouver la valeur lors

d’une mesure de A, effectuée sur un systéme dans 1’état quelconque |¥(t)) est alors [1].
P(a) = Kal¥(t)I? (1.8)
ol{a|est le vecteur propre de A, associé a la valeur propre a.

En fait , il existe des observables qui ne peuvent pas étre mesurées simultanément avec précision.
Dans ce cas, les opérateurs associés ne commutent pas. En réalité, la mesure d’une observable
modifie I’état du systéme. C’est le cas par exemple de la position et de I’impulsion d’une particule.
Plus on augmente la précision sur la mesure de ’une d’elles, plus on perturbela valeur de I’autre.
Plus précisément , si on deffinit les incertitudes sur les mesures de la coordonnée x et I’impulsion
correspondante p,d’une particule quantique par les écart-typesAxetAp,, elles devront satisfaire

I’inégalité de Heisenberg

Ax.Ap 2%

(1.9)

Et de méme pour les composante sur les axes yetz. Quantitativement les sont généralement

identifiés avec les écarts-types , (écarts quadratiques),déffinis par
Ax = /(x)? — (x)? (1.10)
Ap = /(p)* — (p)? (1.11)

Ou ( )désigne la valeur moyenne dans un état du systéme. Par exemple, dans I’état |¥(t)),
supposé normalisé , d’un systéme évoluant a une dimension, les valeurs moyennes des puissances

de x et p, se calculent par :

(x) = [WP*(x, )xWP(x, t)dx (1.12)
(py= [ ¥ (x,6) (32) W(x, )dx (1.13)

1.3 Les méthodes la résolution de I’équation de Schrodinger

Généralement, il existe tres peu de systémes physiques d'ont on sait résoudre exactement leurs
équations de Schrddinger et notamment lorsqu'il s'agit de systemes régis par des hamiltoniens

dépendant explicitement du temps.
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Dans ce cas, il existe maintenant différentes techniques, pour résoudre I'équation de Schrodinger
dans des cas relativement simples, principalement a une dimension. Parmi ces techniques, il existe

des méthodes approximatives et des approches exactes.

1.3.1 Méthodes approximatives

Tous ces méthode se ressemblent dans le fait qu’elles sont soit formelle soit elles ne sont
applicables que pour des cas limités. Pour cette raison, on fait appel a des méthodes
d’approximation. Bien qu’elles ne donnent pas des solutions analytiques, ces derniéres sont
généralement trés puissantes et applicables a de nombreux systemes physiques, selon la méthode,
ou elles offrent des résultats a un ordre de précision élevé. Ces méthodes sont surtout utilisées dans
les domaines de la physique appliquée ; tels que la physique du solide, physique des plasmas

I’information quantique [3]. Entre autres, on cite :
-La théorie des perturbations dépendant du temps
-I’approximation soudaine

-I’approximation adiabatique

1.3.2 Méthodes exactes

1. L’opérateur d’évolution

En général, résoudre I’équation de Schrodinger (1.2) revient de trouver un opérateur linéaire, soit

U(t, t,)[4] qui Vérifie :

U(t, ty) = Ut (t, ty) (1.14)
Et qui est définit comme suit :

[¥(6)) = U(t, to) ¥ (&) (1.15)
Avec |W(t,)) représente 1’état initial du systéme.

Par définition, le réle de cet opérateur est de déterminer I’évolution de 1’état |W(t,)) a tout

I’instant t,

En injectant (1.15) dans 1’équation de Schrodinger (1.2), U(t,t,) vérifie I’équation différentielle

suivante :
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ih=-U(t,to) = H(OU(L, t) (1.16)
Avec la condition initiale :

La méthode standard pour obtenir des solutions exactes de I’équation de Schrédinger repose
essentiellement sur I’obtention de I’opérateur d’évolution, satisfaisant a 1’équation (1.16).lorsque
I’Hamiltonien dépend explicitement du temps, cette équuation peut etre intégrée formellement

entre t, et t et mise sous la forme
Ut ty) =1+ %f;ﬂ H(HU(E, ty)dt’ (1.18)

2. Les transformations unitaires

En appliquant des transformations unitaire sur un systeme dépendant du temps on peut le rendre
indépendant du temps [5]. Il est important de se rappeler que pour décrire 1’évolution du vecteur
d’état |W(t)) dans I’espace de Hilbert, on doit choisir un systéme d’axes ou un référentiel. Le choix
de référentiel n’a pas de raison d’étre unique, c’est-a-dire que 1’on est libre de passer a un autre
systeme d’axes, chaque fois que 1’on change de référentiel, on change de point de vue et par
conséquent on observe le systéme physique sous un angle différent. En pratique, pour passer d’un
référentiel a un autre, on utilise des opérateurs unitaires T qui peuvent étre indépendants ou

dépendants du temps et qui satisfont a la condition :
TT*=T*T =1 (1.19)
Un opérateur T est unitaire si. Son inverse T~ est égal a son adjoint T *1,

T*Est 'opérateur adjoint deT. Généralement, pour un hamiltonien dépendant du temps, on utilise

des opérateurs unitaires dépendants du temps qui transforment le vecteur d’état de la fagon suivant :
|P() = T7H¥(®)) (1.20)
Dans le nouveau référentiel, le nouvel hamiltonien s’écrit :
H(t) = T() T H(OT(E) — ihT(£) " =T (t) (1.21)

Le but général d’un changement de référentiel est de trouver une représentation dans laquelle

I’évolution temporelle du systeme physique parait plus simple. Souvent, un changement de
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représentation peut nous apporter de nouvelles interprétations physiques ou des avantages
techniques comme par exemple la qualité de convergence numérique d’un calcul. Donc les
transformations unitaires servent d’outils de recherche de nouvelles représentations. Par exemple,

dans le nouveau référentiel, on aurait étre capable d’effectuer une séparation de variables entre la
partie temporelle et la partie spatiale du vecteur d’état|®(t)). On pourrait intégrer analytiquement

I’équation de Schrodinger impliquant H(t) pour obtenir ’opérateur d’évolution temporelle dans le

nouveau référentiel [5].
3. La théorie des invariants

La théorie des invariants représente l'un des piliers fondamentaux dans I'étude des systemes
dépendant du temps [6]. Cette importance de la théorie des invariants relie au langage
mathématique puissant qui I'a caractérise, et sur sa souplesse dans la solution de I'¢équation de
Schrodinger dépendante du temps. L'idée de base de la théorie des invariants est la dérivation
d'une relation simple entre les états propres de [linvariant et la solution de I'équation

Schrodinger.

L'utilisation de la théorie des invariants de Lewis-Riesenfeld dépendants explicitement du
temps en théorie quantique a été faite pour la premiere fois sur l'oscillateur harmonique de
fréquence dépendante du temps et sur une particule chargée dans un champ électromagnétique
[6]. A cause de son importance dans ce travail, on va l'étudier avec plus de détails dans le

chapitre2.



Chapitre 2

LLa Méthode des invariants
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2.1 Introduction

Parmi les méthodes les plus puissantes et qui donnent des solutions exactes de I’équation de
Schrodinger dépendante du temps, nous avons la méthode des invariants. L’idée de base de la
théorie des invariants est la dérivation de la relation entre les états propres de I’invariant et la
solution de I’équation Schrodinger. On peut trouver une transformation de phase dépendante du
temps pour chaque état propre d’un invariant telle que la fonction propre devient une solution de
I’équation de Schrodinger, et la phase est déterminée en résolvant une simple équation

différentielle du premier ordre.

2.2 Lesinvariants
2.2.1 Exposition de la théorie des invariants

La théorie des invariants pour Hamiltoniens Hermitiens a été introduite par Lewis et
Riesenfeld(1969) [6], ou ils ont dérivé une simple relation entre les vecteurs propre de I’invariant et

la solution de I’équation de Schrodinger.
On considere 1’équation de Schrédinger suivante :

ih = |9 () = H(H) ¥ (L)) (2.1)

Ou H est I’hamiltonnien du systéme, c’est un opérateur hermétique explicitement dépendant du

temps.

Supposons I'existence d'un autre opeérateur hermitien dépend explicitement du temps qui Vérifie la

condition:
ar _or 1 —
— == +—[H =0 (2.2)
Tel que
I1(t) = I1(t) (2.3)

En multipliant I'équation (2.2) par|¥(t)), utilisant I'équation de Schrodinger (2.1) nous permettra

de déduire une relation importante

ih% I¥®) = H®OUY(©) (2.4)
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Ce qui implique que l'action de l'opérateur invariant sur le vecteur d'état de Schrodinger produit
une autre solution de I'équation de Schrddinger. Ce résultat est valable quel que soit la forme de

I'invariant.

Pour un opérateur hermétique quelconque, on peut espérer pouvoir trouver plusieurs invariants
vérifiant (2.2). Tous ces invariants justifient certaines propriétés qu'on va introduire dans ce
chapitre. Puis on va essayer dans certains cas de donner des invariants intéressants de point de vue

pratique. En disant comment ces invariants peuvent étre utile.
2.2.2 Valeurs propres de ’invariant I(t)

On suppose que linvariant I(t) est un opérateur d'un ensemble complet d'opérateurs qui
commutent (ECOC) [1], Donc il existe un ensemble complet des états propres de I(t). On note les
valeurs propres de I(t) par A[6], et les états propres orthonormés associés a A par |4, k)ou k signifie
tous les autres nombres quantiques nécessaires pour spécifier les états propres de ce systeme.

Cependant I'équation aux valeurs propres de cet invariant s'écrit :

1(t) 2,k) =4 4,k)

2.5
k| 2K = 8,60 (2:9)

Ou est (A, k|A'k")le produit scalaire sur I'espace d'état.

Ces invariants I(t) ont un spectre constant au cours de temps. C’est a dire que les valeurs propres
de ces opérateurs sont indépendantes de temps. Pour prouver cette indépendance en différentiant

I’équation (2.5) par rapport a t on obtient:

%|/1,k)+1%|z,k) :%|)l,k)+)l%|/’l,k) (2.6)
En multipliant (2.2) a gauche par |4, k) il vient

Lk + 21, HDNL k) =0 2.7)
Le produit scalaire de I’équation (2.7) par (A’, k’| donne :

</1’,k’|ih% 4 k> K THIA k) — (U, K AHIA k) = 0 (2.8)

ih(/l’,k’ 213, k> (U = DXL K HIAK) = 0 (2.9)
10
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Pour :A" =4
r g0 91 —
<A 22, k> —0 (2.10)
En prenant le produit scalaire de I’équation (2.6) avec 1’état propre(A, k|, on obtient :
a1 ] a1 ]
</’1,k| 23, t> + <,1,k|15|,1, k> - <A,k|5|,1, k> + /1</1,k| 212, k> 2.11)

</’l,k|%|/1, k> +,1<,1,k|%|,1, k> - <A,k|%|,1, k> + /1</1,k|%|/1, k> (2.12)

</1,k|%|/1, k> - <A,k|%|,1, k> (2.13)
Alors :
2 </1, K| 2], k> (2.14)
Ce qui implique :
2 </1, K| 2, k> —0 (2.15)

2.2.3 Vecteurs propres de ’invariant I(t)

Notre but est biens sur de trouver la relation entre la solution de I'équation de Schrodinger et les
états propres de l'opérateur invariant [6], pour ce faire, écrivons I'équation de mouvement pour le

vecteur a partir de I'équation (2.6) et appliquons la formule (2.15) on obtient :
9 _a
=D g Ak =512,k (2.16)

Le produit scalaire de I’équation avec le vecteur propre{A’, k'|est :

</1’,k’|(/1 -2 k> _ </1’,k’ 202 k> 2.17)

On obtient:

Q= D), K HIA k) + Th <,1', K| 2 k> —0 (2.18)
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CHAPITER 2: La méthode des invariants

Donc :

= ), K HIA k) = Th(A— 1) <,1', K| 2|, k> (2.19)

Pour A # A’on déduit :
K |HIA k) = IR <,1', K| 2|, k> (2.20)

Si I’équation (2.19) est valable pour A = A'aussi bien que pour A+ A" alors on déduit
immédiatement que|A, k) satisfait ’équation de Schrodinger, c’est-a-dire,|A, k) est une solution

particuliere de I’équation de Schrodinger.

Alors :
|4, k)y = e @®ax|, k) (2.21)
2.2.4 La phase totale

Nous avons vu que la fonction d'onde du systeme, peut étre cherché, a une phase globale prés

sous la forme d'un produit de deux fonctions chacune est relative a une variable.

Dans l'approche de Reisenfeld[6], nous supposons que le vecteur |4, k) est multiplié par un facteur
arbitraire dépendant du temps. Alors, on peut défini un nouveau ensemble de vecteurs propres de

I'invariant I(t) défini par:
|4, k) = el ®ax| 2, k) (2.22)

Ou a(t), est une fonction réelle de temps arbitrairement choisie. |4, k),Cesont des états propres
orthonormales de I(t) associés aA , aussi bien que les|A, k). Si on choisit bien les phases

a(t) I'équation (2.20) sera Vérifiée pour A = A’et donc l'objectif sera atteint. Il faut juste avoir:
dajg 1oL 9
el ST (A, k |[m$ —H]|A, k) (2.23)
Donc on obtient :
a(llk _ . i_
h=—7== (A, kl[in Py H]|A, k) (2.24)
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CHAPITER 2: La méthode des invariants

Mise a part ces changements de phase, on peut introduire la deuxiéme propriété importante de cet
invariant : tous les €tats propres de ces invariants sont aussi les solutions particuliéres de 1’équation

du Schrodinger (2.1).
2.2.5 Solution général de I'équation de Schrodinger

Du fait que chacun de ces nouveaux états propres satisfait 1’équation de Schrédinger [6], la

solution générale est donnée par :

|W(r, £)) = Yok Crxe Ok, k) (2.25)

Ou Cy;, sont des coefficients indépendants du temps et correspondent |W(r, t,)).

[W(r,t0)) = Tax Caree ™ E0I2%| 2, k) (2.26)

Donc,|¥(t)) est la solution générale de I’équation générale de I’équation de Schrodinger et sont les

¢tats propres de I’invariant.
2.2.6 Comment trouver un invariant

Dans le cas d'un systeme de dimension finie, il y a un résultat di au [7] qui a confirmé qu'un
systéeme de la forme (1.3) soit exactement soluble, si et seulement si, I'algebre de Lie engendrée par
l'opérateur H(t) soit de dimension finie. Cependant, plusieurs exemples d'intérét physique (comme
l'oscillateur harmonique), ont une algebre de Lie de dimension finie. Donc on se met 1a, dans le cas
d'un systéeme de dimension finie, sous I'nypothese d'avoir une algebre de Lie, engendrée parH (t), de
dimension finie. On va voir, comment cette hypothese peut nous aider a trouver I'ensemble des

invariants de notre systéme de Schrodinger.

Supposons par exemple que l'algebre de Lie engendrée parH(t) est donnée par lI'ensemble des

opérateurs hermitiens

E={0,,0,,........ Oy} (2.27)
Avec l'opérateur hamiltonien H(t) s'écrit comme
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CHAPITER 2: La méthode des invariants

Ou les h; sont des coefficients qui peuvent dépendre du temps. EtO; sont des opérateurs.

Maintenant ou construit I’opérateur invariant :
1(t) = XX, a;(£)0; (2.29)

Ou les paramétres{a;(t)} sont des fonctions réelles du temps. On exige que I’ensemble des N

opérateurs {0;}y (N = M) satisfasse les équations :
[H, Ol] =Z§V=1gl]0],] = 1,2,....,N (230)

C’est —a-dire qu’une quasi-algebre est fermée avec des constantes de structure g;;.en remplacant

I’équation (2.29) dans 1’équation (2.2) et en utilisant les relations (2.30), ’opérateurl (t) devient un

invariant si ’ensemble suivant d’équations du premier ordre a une solution :

a +ih ' YN g =0i=12,...,N (2.31)
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CHAPITER 3: Oscillateurs harmoniques dépendant du temps

3.1 Introduction

L’oscillateur harmonique dépendant du temps est un modéle exactement soluble et qui a
une large application dans différents domaines de la physique, par exemple en physique
moléculaire, chimie quantique, physique quantique de champs. Plusieurs méthodes ont été
proposés pour déterminer les solutions exactes telle que, la méthode des invariants [6], la
méthode des intégrales de chemins et la méthode algébrique. Le but du travail de ce chapitre
est de présenter la méthode des invariants pour résoudre I'équation de Schrddinger d’un
systeme d’oscillateur harmonique avec fréquence dépendant du temps a une dimension, ou on
a présenté les valeurs propres de I’invariant quadratique choisie et on a calculé aussi la phase

a partir de I’article de Lewis Riesenfeld [6]
3.2 Oscillateur harmonique unidimensionnelle dépendante du temps

3.2.1 Hamiltonien du systeme

Un oscillateur harmonique unidimensionnel dépendant du temps c’est un systéme qui
correspond a I’oscillateur classique avec fréquence qui est une fonction de temps et dont
I’operateur hamiltonien est de la forme [6] :

H(®) = (5;) [P + @ ©«7] (3.1)

Oup-= —iaa—q est opérateur de I'impulsion, g est la position et la fonction Q(t) est une

fonction du temps arbitraire, etMest un paramétre de masse positive réel. Les variables getp

satisfont la relation de commutation canonique :

[q,p] = ik (3.2)

Et équations canoniques du mouvement sont :

0H
¢ =5 =;laHl =p (33)
Et
[7]
p=—"0=slpHl =~ 0%(t)q (3.4)

3.2.2 Opérateur invariant

Nous supposons I’existence d’un invariant hermitien de la forme quadratique homogene

suivante :
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1) = 5 [a()q? + B®)P? +v(D){q,p}] (3.5)

Ou{q,p}+ = qp + pq et a(t), B(t) et y(t)sont des fonctions réelles dépendant du temps qui
seront fixés a partir de I'équation :

o, 1 -
I'=—+— [ILH =0 (3.6)

En tenant compte de la relation de commutation (3.2), il vient que :

1
ih

[a(©)q? + B(O)p? + y(®)(gp + qp),p* + Q*(D¢?]

1
oY = o

4hM{oz(t)q 02+ a(DQ* (g2 %1 + B [p? p?] + BOQ*(D[p? q?]

+y(®Ol(gp + p@),p?] + (O ®O[(qp + P9, ¢°1}
~[1,H] = —{a(®)(qp + pg) — BOQ* (O (qp +pq) +y(O)2p? - 2y(OQ*(Vq?}  (3.7)

Et par dérivation (3.5) par rapport a t nous avons encore :

L= a O+ B OP* +1 (©)(qp + pg)] (3.8)

En insérant les deux équations (3.7) et (3.8) dans (3.6) et par identification des termes de
méme puissance. On obtient ainsi un systeme d'équations différentielles couplées du premier

ordre appelé équation auxiliaire :

202 (t)

a(t) = 140 (3.92)

B(6) = —=vy(®) (3.9b)

Q? (t)

Y () =——a®+= 2B (3.9¢)

I1 convient d’introduire une autre fonction o (t)définie par :
B(t) = a*(t) (3.10)
Ouc2(t) est une fonction réelle du temps.

L’équation (3.9b) devient alors :
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y=-58 (311)

Et d’aprés 1’équation (3.10) ’équation (3.11) devienne :
y = —Moo’ (3.12)
Nous substituons 1’équation (3.12) dans (3.9c), on trouve :
a = 0(Q%0 + M26™) + M%0” (3.13)
L’équation (3.9a) Impose un contraint sur o (t)qui peut exprimer sons la forme :

da(t) 202y () 0 (3 14)
dat M '

Nous substituons 1’équation (3.12) dans (3.14), on obtient :

da )
—+2Q°%0c0=0
dt

%(O’(QZO' + M%) + M267°) + 2Q%0'0 = 0
d
o (M?0” + Q%0) + 0’ (M%c” + Q%0) + 2M?070" + 2Q%00" =0
d
o (M?0” + Q%0) + 0’ (M?0” + Q%0) + 20" (M?0” + Q%0) = 0
a% (M?0” + Q*0) + 30" (M?c” + Q%0) = 0 (3.15)
On pause : M2¢™ + Q%c =y,
05 () +30°() =0 (3.16)
En intégrant une fois, cette équation on trouve :
M2o™ +Qlo = = (3.17)

Ou c est une constante d’intégration réelle arbitraire.

Alors I’équation (3.13) devienne :
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a =Mo"+ (3.18)

A partir de I’équation (3.5) I'invariant peut donc étre exprimé sons la forme :
I(t) = 1 [ M2o2 LA P 2,2 ‘oM{q, p} ]
(t)—z( o +02)q +0°p* —o'oM{q,p}s

I(t) = %[(%) q* + (op — Mo'q)z] (3.19)
En prenant :
a(t) = C7ap(t) (3.20)
Avec p(t) Une nouvelle fonction du temps.

L invariant I (t)devient :

I(t) = icl/z [(p—lz) q* + (pp — Mp'q)z] (3.21)
Eliminant la constant ¢ /2 nous pouvons écrire I’invariant I (t)sous la forme :

I(t) = % [(p—lz) q* + (pp — Mp'q)z] (3.22)

et la condition auxiliaire donnée par I'équation. (3.17) devienne :

M2p" + Q*(t)p — % =0 (3.23)

Pour avoir un opérateur I(t) hermitien, il faut prendre des solutions réelles de 1’équation
(3.23). Toutes les solutions de I’équation (3.23) peuvent étre utilisées pour trouver un

invariant I(t) de ce systéme.

3.2.3 Etats propres et valeurs propres de I(t)

Le but est de résoudre I’équation aux valeurs propres de I’opérateur invariant quadratique

1(0)[6].
I(t)|2) = A512) (3.24)

Pour des valeurs propres A, indépendantes du temps.
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Pour accomplir ce but, utilisons les opérateurs de créations et d'annihilationa eta*comme :
a= (Zh)_%[(l/p)q +i(pp — Mp'q)| (3.25a)
a* = 21)2[(Yp)a — iCoq — Mp )] (3.25b)
Ces opérateurs vérifient bien :
[a,at] =1 (3.26)
L’opérateur invariant 1(t) donné par 1’équation (3.22) peut alors étre écrit sous la forme :
1) = h(ata+3) (3.27)

On voie que les états propres |A)de I(t) sont les méme que les états propres normalisés |s)de

+

a'a.
ata =s|s)s =0,1,2,3,-+ - (3.28)
Et on voit bien que :
als) = Vs|s — 1) (3.29a)
a*ls) =+vs+1|s + 1) (3.29h)

Les valeurs propres de I(t)sont données donc par :

I|s) = Als) (3.30)
I|s) = (a+a + %) hls) (3.31)
A=(s+3)hs=012,... (3.32)

3.2.4 Calcul de la phase totale

Pour obtenir les solutions de 1’équation de Schrédinger (3.9), les phases a,(t) sont obtenues

a partir del’équation (2.24) (voir chapitre 2), qui s’écrit ici comme :
9as — (sI[ih%—H]Is) (3.33)

at
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Pour trouver I’expression des phasesa,, nous devons calculer les éléments de matrice
diagonale des opérateurs_—etH, les premiers sont obtenus en utilisant les équations (3.41).0n

va exprimer H en termes de a eta™, puis en appliquant les équations (3.33) :

h 1
(slHls) = g7 (M7p" + Q%7 + ) (slla, %}, 1)
2 1
(s|H|s) = (sz + Q“p? + )(S+E)h (3.34)
Prenant maintenant la dérivée partielle par rapport at de 1’équation (3.29b) :

—(a+|s -1) = —(\/_|S>)

da* +9 1 _1y= ./l
?Is—1)+a atls 1)—\/§at|s) (3.35)

Le produit scalaire de I’équation (3.35) par (s| donne :

<s % s—1>+<s|a+%|s—1>=\/§<s|%|s>
<s|%|s> =s_%<s a;t s—1> < |§t|s—1> (3.36)

Et d’apres (3.25Db) :

aaat = (2n)~2 [(—g—) —i(pp— Mp q)]
% = %{[% +iM(pp” = p*)|a+iM(pp" - p*)a*} (3.37)
Et alors :
dat

—ls—1= %{[% +iM(pp” — p'z)] a+iM(pp" — p'z)a+} s =1)

% {[% +iM(pp” - p'z)] als — 1) +iM(pp" = p")a*|s - 1>}

= AZE+ Moo = p™)|Vs=Tls = 2) + iM(pp = p*WW5Is)}  (3.38)

Le produit scalaire de I’équation (3.35) par (s| donne :
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—(pp" —p”)s'/2

572451 % s = 1) = 2 (pp™ — p”) (3.39)

Et alors :
) == =1+ =)
= {o[5zlo) + 13 (ep" =) (3.40)

Un choix qu’on peut effectuer dans ce cas est le choix qui annule <0| % |0> a la limite ou p

devient constante :
<0| 2 |0> =i=(pp"—p”) (3.41)
L’équation (3.40) devienne :
(s]2s) = i%(pp" ~p)+ iz M(pp" — p°)
<s|%|s> =i%(pp = p") (s +2) (3.42)

En se servant maintenant de (3.34) et (3.42), on obtient donc :

hddofrs _< in g~ Hls >

e = M2 (o0 = p7) + M2 + 0707 + ] (5 +3) (3.43)

On utilise la condition (3.23), on trouve :

L —~(s+3)5 (3.44)

dt M

De sorte qu'apres intégration on trouve :

a,(t) = -~ (s+ )f dt’ (3.45)

Z(tﬁ
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Conclusion géneérale

Nous avons présenté la méthode exacte de résolution de I'équation de Schrddinger
dépendant du temps, introduite par Lewis Riesenfeld dans son article. La particularité de cette
méthode est qu'elle est simple et elle s'applique principalement dans les problémes a une ou
deux dimensions. Cette étude a révélé une relation simple entre les états propres de l'invariant
et la solution de I'équation de Schrédinger.

Dans cette mémoire, nous avons déterminé la solution exacte de I’équation de Schrddinger

d’un oscillateur harmonique dépendant du temps apres le calcul de la phase associé aux états

de I’invariant.
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Résumé :

Dans ce travail, nous avons présenté 1’équation de Schrédinger, qui joue un role fondamental
en mécanique quantique car elle controle 1’évolution temporelle du systéme physique. Pour
résoudre cette équation dépendante du temps, il existe plusieurs méthodes, parmi lesquelles la
methode des invariant de Lewis Riesenfeld.
Par I’application de la théorie des invariants, Nous avons obtenir la solution exacte pour un
oscillateur harmonique unidimensionnel dépendante du temps ou on a pu trouver les valeurs propre
de 'invariant et la phase

Mots clés

La théorie des invariants, Schrodinger, Oscillateur harmonique dépendant du temps

Abstract:

In this work, we have presented the Schrédinger equation, which plays a fundamental role in
quantum mechanics because it controls the temporal evolution of the physical system. To solve this
time dependent equation there are several methods, among which the method of Lewis Riesenfeld
invariant.

By applying the theory of invariants, we have obtained the exact solution for a time-dependent one-
dimensional harmonic oscillator where we could find the eigenvalues of the invariant and the phase.

Key words: invariant method, Schroédinger ,time-dependant harmonic oscillator.
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