République Algérienne Démocratique et Populaire
matad) Ea ) g dlad) ol 515
Ministére de 'Enseignement Supérieur et de la Redrche Scientifique
Université Mohamed EI Bachir Elibrahimi —Bordj Bou KEARAFHTR» (R 1 ¥ il dana Azl

ArreridjFaculté des Sciences et de la Technologie L 1 93€5H) g a glad) ‘\-,ﬁf
Département Sciences de la Matiére Balall o gle andd

ORD)

Mémoire de fin d’études

PRESENTE EN VUE DE L'OBTENTION
DU DIPLOME DE: Master

Filiere :Physique
Option : Physique des Matériaux

THEME
Intégration Monte Carlo multidimensionnelle :
application de I'approche quantique variationnelke
I'atome d’hydrogene.

Préparé par :Deffaf Oussama.
Soutenu le--/--/2020

Devant le jury :

Président : Université de BBA
Rapporteur: Khalfallah Farid M.C.A Université de BBA
Examinateur : Ben Thabet Abdelouahab Pr. Université de BBA

Année Universitaire 2019-2020




D Aicace

Je dédie ce meémoire :

= A mes parents et mes grands—parents qui se sont sacrifi¢ pour ma
" | réussite, de par leurs amours immense, leurs soutiens, ainsi que leurs confiances absolues
= et une éducation dont je suis ficre. " |

A mes fréres Sohaib Aissam Ayoub et Adem , Qui étaient a mes cotes tout le temps
K A Tesprit de ma petite sceur (Allah yarhamha) qui restera gravé dans nos mémoire a L
Léternel. A toute ma famille et mes chers amis Y.Saadaoui, A.Sciassi, Lboukhtala,

Z.bounab Je vous dis merci.

Oussama

(Kemerciment

% Nous remercions tout d’abord « ALLAH » de nous avoir donné la force, la I
volonté et le courage de mener a bout notre travail.
% Un remerciment spécial a mon pére Chikh Khmissi a qui je dois le courage et la
volont¢ de finir ce modeste travail et qui m’a accompagné durant tout les temps de ma
vie. Un grand merci a toi mon pere..
% Nous remercions notre encadreur « My F. Khalfallah » pour ses conseils
et son suivi du début a la fin de ce travail.
« Nous remercions 'ensemble des enseignants du département Science
de la matiére et atous ceux qui nous ont aidés de pres ou de loin par un

geste, une parole ou un conseil, on leur dit merci.

% Encore une foi, un énorme merci aux amis ectama familTe.




Table des matieres

Remerciements

Liste des figures
Liste des tableaux
Introduction générale

CHAPITRE I : Introduction aux méthodes Monte-Carlo

I-1 Développment historique des méthodes de Monte-Carlo (MC)..........coviiiiiiiiiiiiiiiee 1

[-2 Eléments de base de la simulation de Mont- Carlo...............ooiiiiii i 2
[-2-1 Eléments de probabilités : Variable aléatoire................coooiiiiii i 2
[-2-2 SIMUIALION MONEE Carl0. ... .t 10
[-2-3 Méthodes pour la génération de nombre aléatoires. ..............cooeiiiii i, 11

[-3 MArChes @lBat0IIES. .. ...t e e e 14
[-3-1 Chaines de MarkOV. ... e e e e 14
[-3-2 Algorithme de Metropolis-Hastings. ..........cooiiriin i e 15

CHAPITRE 11 : Intégration Monte Carlo multidimensionnelle.

L £ oo 11 Tox £ o  FO PP 17
I1-2 Méthodes d’intégration de Newton-CoOteS. .........ooiiiiiii e 17
I1-2-1 Formules des rectangles a N dimenSIONS. ..........ouiiirii e 17
[1-2-2 Formule des trapezes a N diMeNSIONS. ... .....oiuintini i, 18
11-2-3 Formule de Simpson & N diMENSIONS. .. ...ttt e, 19
I1-3 Méthode d’intégration de Monte Carlo............oouiiiiiiiiii e 20
[1-3-1 Description de la Methode. ..........oovirii e 20
11-3-2 Intégration Monte-Carlo avec échantillonnage uniforme...................ococoiiin. 20
[1-3-3 Convergence de la MEthOTe. ... ..o 21
[1-3-4 VILESSE 8 CONMVBITEINCE. ...\ttt ettt ettt ettt e e et et e et e et et et et eneens 22

11-3-5 EStIMation de 12 VAITANCE. . . ..ot e e e, 23



11-3-6 Méthodes de réduction de variance : échantillonnage préférentiel.................................. 23

I1-4 Application au calcul d’une intégrale multidimensionnelle..................cooooiiiii .. 25
B @ o] [T £ | PR 25
[1-4-2 Exemple d’une intégrale multidimensionnelle..................oooiiiiiiiiii, 25
[1-4-3 RESURALS €t AISCUSSION. ... .uititii it 27

Chapitre 111 : Méthode MC quantique variationnelle, application

a I’atome d’hydrogene.

I 111 o[ (o] o 35
I11-2 Apercu de quelques méthodes Monte Carlo quUantiqUeS.............oovviiiiiiiiiiii e, 35
I11-2-1 Monte Carlo quantique variationnelle (VQMOC)....... ..ot 35
I11-2-2 Monte Carlo par fonction de Green (GFMC)..... ..o 36
I11-2-3 Monte Carlo par diffusion (DMC).........cooiiii e, 36
I11-2-4 Monte Carlo par intégrale de chemin (PIMC)..... ..., 37
[11-3 Méthode variationnelle en mécanique QUAaNTIQUE. ..........coouirii it 37
1-3-1 Principe de [a MEthOde. ... ... e 38
[11-3-2 Propriété du niveau fondamental et théoréeme de Ritz.................oooiiiiiiiiiiii, 38
I11-4 Application de la méthode VQMC a I’atome d’hydrogene..............coeviiiiiiiiiiiiiii e, 39
RN AV [0 V7 LA 0] PP 39
[11-4-2 Principe de la méthode VOMC . ... e 39
[11-4-3 Echantillonnage par 1’algorithme de Metropolis-Hasting..................coooeviiiiiiiiiiinnn.s 41
[11-4-4 RESUIALS €1 AISCUSSIONS. ...\ ettt ettt ettt et e e et ettt et e e e e e e 43
CoNCIUSION QENBIAIE. ... .o e e 47

Références



Listedesfigures

Chapitrel

Figurel-1: Histogramme d’'une distribution uniforme a (gauche) et d’'une distribution gaussienne

a (droite) avec 20000 événements obtenue a l'aide de Maple...........ccoiiiiiiiiiii i, 11
Figurel.2: Méthode d’inversion pour une distribution normale (fonction gaussienne)................. 12
Figurel.3: L'algorithme de la méthode de rejet.......ccoo i e e 13
Chapitrell

Figurell-1: Courbes des fonctiongr) etg(r) en dimensiom = 1 (& gauche) et = 2 (a droit)..26
Figure 11-2: Variation de l'erreur relative en fonction du nombre de points djmatéon N en
(01T TS [0 7 D2
Figure 11-3: Variation de l'erreur relative en fonction du nombre de points djmatéonN en
(0 g 0] o] o 2 PP 27
Figure I1-4: Variation de l'erreur relative en fonction du nombre de points djmatéonN en
(0= S T0] g 2 PP 28
Figure 11-5: Variation de l'erreur relative en fonction du nombre de points djratéon N en
(0 g =T RS0 2 P 28
Figure 11-6: Variation de l'erreur relative en fonction du nombre de points djratéon N en
QIMEBNSIONTL = 5 e e e e e e e e e e e eaeeeee . 28
Figure I1-7: Variation de l'erreur relative en fonction du nombre de points djmatéon N en
(0T aTT T[] o 29
Figure 11-8: Variation de l'erreur relative en fonction du nombre de points djmatéon N en
(0T gL TS0 P24
Figure 11-9: Variation de l'erreur relative en fonction du nombre de points djmatéon N en
(0T gL IS0 g 1 P24
Figure 11-10 : Variations du nombre de points d’intégration en fonction de la dimens)goo(r les

trois méthodes de Newton-Cotes et pour trois valeurs du nombre de dobdivis=1, 5 et

Chapitrelll

Figurelll-1: Surface tridimensionnelle de I'énerdi€o,c) dans I'espace. L'axe vertical représente la
valeur de I'énergie en unité atomique [Ua]........coovrneriiriieie i i i ne e enenee 0 43
Figure I11-2: Courbes de niveaux de I'énerdi€a,c) dans le plana(c). L’échelle de I'énergie est
donnée en spectre de couleur (du bleu pour les valeurs minimales jusqu’au rouge........................ 45

Figurelll-3: Courbes de niveaux de la varianeé(a,c) de I'énergie dans le plaa,¢)............... 44



Liste destableaux

Chapitrell

Tableau I1-1: Les erreurs associées a I'évaluation de I'intégrale de la forfegigrpar les différents
méthodes pouN = 10° et pour des dimensions différentesl,...,8............oovev v, 30
Tableau 11-2: Variation du nombre de pointd), du temps de calcdl' et de I'erreur relative en
fonction de la dimension pour les méthodes des trapeze et SIMPSON........c.covvviiiiiiiiiiiiiinieninns 32
Tableau 11-3: Variation du nombre de point®), du temps de calcul et de I'erreur relative en

fonction de la dimension pour les méthodes de Monte-Carlo............ccovviiiiiiiiiiiiiiic e, 33



Introduction générale

Introduction genérale

Les méthodes de Monté Carlo sont une classe de techniques qui pewvertligée pour
simuler le comportement d’'un systeme physique ou mathématiges. €€l distinguent des autres
méthodes de simulation par leur aspect stochastique, c'est-aatireléterministe. Le traitement
statistiqgue de ce comportement stochastique est a la base des méthodes @aNtnatese traduit par
l'utilisation de séquences de nombres aléatoires dans les c8iansqu’il ne soit pas surprenant
gu’'une telle approche puisse étre utilisée pour modéliser des suscalgatoires, les méthodes de
Monté Carlo s’averent trés efficaces dans la résolution dacbep problemes mathématiques
d’analyse numérique et de physiques dont certains sont détermi@ist@®ut citer I'estimation des
surfaces, le calcules des intégrales multiples et lauttsoldes équations différentielles partielles, les
problemes de diffusion et de transport ainsi que les problemes a necorp&canique quantique ou
ces méthodes sont fréquemment appliquées dans I'étude des systémes grand nombre de degrés
de liberté et fortement couplés ce qui rend les méthodes de simulation Monte Cadixyjadicieux.

Ce travail a pour but détudier certaines méthodes de Monte® €ardeurs applications a
l'intégration multidimensionnelle et a la résolution d’équationgédkhtielles partielles connues
comme I'équation de Schrodinger pour les systémes a plusieticsilgaren mécanigue quantique. Ce

mémoire est divisé en trois chapitres :

Le premier chapitre est une introduction aux méthodes Monté Carlco@mence par un
rappel théorique sur les probabilités, les nombres aléatoires et comméxetr gis échantillons de ces
nombres. On introduit ensuite une méthode d’échantillonnage trés utitis€eaméthodes Monte
Carlo et basée les Marches aléatoires et plus préciséeenthhines de Markov, il s’agit de

I'algorithme de Métropolis-Hasting qui est un élément trés important daresétatte.

Dans le deuxiéme chapitre on présente une utilisation classigtfeate des méthodes Monte
Carlo, il s’agit de I'évaluation des intégrales et en particldie intégrales multidimensionnelles. On
réalise dans la deuxieme parie du chapitre une comparaisoncestmméthodes et les méthodes
classiques d'intégration numériqgue. Comme ont va le voir dans ce chdptilisation de Monte
Carlo est avantageuse dans I'évaluation d'intégrales multidonee#ies ou les méthodes classiques
de subdivision deviennent inefficaces et impossible a appliquer em i@désl'augmentation rapide du

nombre de points d'intégration avec la dimension.
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Le troisieme chapitre est consacré a aux méthodes Monte @arléaanique quantique. Notre
travail se focalisera sur I'approche Monte Carlo variationretlleon application a la résolution de
'équation de Schrddinger pour un systéme simple qui est 'atomealrdpgne. On réalisera des
calculs de simulation Monte-Carlo en utilisant les chaines dé&dvaet I'Algorithme de Métropolis-
Hasting pour calculer I'état fondamental de I'atome d’hydrogéms.dalculs ont été réalisés a l'aide
d’'un programme Fortran.

Enfin, ce travail s’achévera par une conclusion dans laquelle rumaas I'essentiel de notre
mémoire et les résultats obtenus.
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Chapitre | : Introduction aux méthodes Monte-Carlo

I-1 Développent historique des méthodes de Monte @a (MC)

La méthode Monte-Carlo est relativement ancienne et son déveleppainsi que son usage
n'est pas récents. En effet durant la deuxiéme moitié &(f &@cle, nombre de gens ont réalisé des
expériences dans lesquelles ils jetaient au hasard une aiguille surean talylé de droite paralléeles, et
déduisaient la valeur de de leurs observations, sur la base du nombre d’intersections’aiguél¢
et les lignes

C'est au début du 28° siecle que I'on a commencé a I'utilisé pour étudier I'équation de
Boltzmann et c’est ainsi que des écoles statistiques angsssamt livrées a une bonne quantité de
travaux de Monte Carlo dites MC de base. Des I'année 1908 un fastaisticien (W. S. Gosset)
s'aida d'un échantillonnage expérimental dans sa recherche distrlaution du coefficient de
corrélation de certains phénomenes physiques.

L’appellation Mont-Carlo est due a Metropolis, inspiré de I'intéf€iam pour le poker, car
Monte Carlo est un grand centre de casinos. Ce nom a donc pour tegyirens avec les jeux de
hasard. Plus tard, la méthode a été démocratisé et améliovérpaNewmann et Ulam au moyen de
certaines techniques de réduction de variance durant la deuxiemergoediale dans le travail secret
lié a la bombe atomique a Los Alamos. C'est donc a partir de 194dsguethodes de Monte Carlo
ont connu un véritable essor lorsqu’elles ont été appliquées aux prolisreesa physique nucléaire
des neutrons, en simulant directement le comportement de laahffaigatoire des neutrons dans les
matériaux fissiles.

Il a fallu cependant attendre Harris et Hermankahn en 1948 pour utopi®maent
systématique de ces idées par une méthode déterministe.Viard 948, Fermi, Metropolis et Ulam
obtinrent des estimations de Monte Carlo pour les valeurs propré&qdation de Schrodinger. Ces
dernieres années, avec le développement des ordinateurs puissanshéetes de Monte Carlo sont
revenues en force et ces techniques ont été utilisées frégneratmdans de nombreux domaines.
Aujourd’hui, elles occupent une place majeure dans la panoplie desdsibnibles pour calcul sur
ordinateur.

Parmis les problémes efficacement traités par la méthoddodée Carlo, il y a les calculs
d’intégrales (multiples notamment) et les problemes de diffusiooodision et de mouvement de
particules dans un milieu matériel. Ceci est rendu possibléaparopriété essentielle de pouvoir
simuler une grande variété de fonction de distributions. Ces méthodesidonreadre de résolution
numerique tres général, sans contraintes théoriques et un cadrévptuer I'incertitude liée aux

résultats. C’est pourquoi elles sont appliquées a une grande variées de problemes [1].
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[-2 Eléments de base de la simulation Monte Carlo

La méthode Monte Carlo désigne une famille de méthodes algagitemvisant a calculer une
valeur numeérique approchée en utilisant des procédés stochastiquesesdasees surles principes

de la théorie des probabilités et statistiques [2].

[-2-1 Eléments de probabilités : Variable aléatoire

Une définition simple d’'un nombre aléatoire consiste a dire qué ures valeur numérique
résultant d'un processus ou d'une expérience dont la valeur ne peuprétiéterminée par les
conditions initiales et qu’elle est due au hasard. Il est impioda noter que le terme « nombre
aléatoire » est quelque peu trompeur, un nombre n’est pas aléatoire en lyicieéhputot la relation
entre les nombres dans un ensemble qui est aléatoire. Une valéditere peut étre soit discréte ou

continue. Dans notre étude nous allons nous concentrer uniguement sur les variables continues.

I-2-1-1 Densité de probabilité et fonction de répartition

Variable aléatoire continue
Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probéfilisMous disons que la variable
aléatoireX est continue s’il existe une fonctiprdéfinie surR telle que

1. p(x) = 0 pourtoutx e R ;

2. L’'ensemble des points de discontinuités peest finie et ces discontinuités sont de

premiereespece (la limite a gauche et a droite en chaque point existe) [3].

Fonction de densité de probabilitép(x) :
La fonction de densité de probabiljgéd’une variable aléatoir® est la fonction qui décrit ladensité de

probabilité de trouver la variable autour du paint

dP

p(x) = dx (I1-2)

dP étant la probabilité de trouverdans l'intervalle X,x+dx. L’intégrale des probabilités doit

étreconvergente et égale a I'unité, c’est-a-dire :

f+wp(x)dx =1 (I-3)
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Fonction de répartition F(t) :

La fonction de répartition d’une variable aléatoieest la probabilité qu’'une valeur choisie a

partir de la distribution de la variable soit inBr ou €gale a un nombre t, c-a-dire la probabilit

de trouverxe]—oo, t] :

Ft)=P{X<t}= ft p(x)dx (I-4)

Cette fonction est croissante Buelle varie de 0 a 1, autrement dit :
lim,,_,F(x) =0 elim,_, .F(x)=1

Propriétés

SoitX une variable aléatoire continue admettant une densité de prohabilité

1. PourtoutXeR ,P([X =a])=0;

2. Pour tout(a, b) avec—o < a < b < 400, NOUS avons :
b
P(a<X<b)=P(aSXSb)=fp(x)dx (I-5)

a

Fonction d’une variable aléatoire continue

SoitX une variable aléatoire continue admettant une densité de probaleditéin intervalle
d’extrémitésa eth, (—o < a < b < +), contenanX (). Soit¢ de class€? surl, telle que pour
toutx del, ¢'(x) > 0 oud’(x) < 0[3].

1. ¢(x) est une variable aléatoire continue ;
2. une densité de probabilitg; x) de¢(x) est donnee par :

G E)))

16’ (1) Sl xe o) (I-6)

e (x) =

e (x) =0 Si x¢ o) (1I-7)
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I-2-1-2 Espérance et variance

Espérance d’'une variable aléatoireE (X)

Soit X une variable aléatoire conting&mettant une densité de probabpitéNous disons qu&

admet une espérance mathématique (ou moyenne) si I’intéﬁorfafex)p(x)dxconverge absolument

[3].

Nous appelons alors espérance mathématiqie devaleur notéé& (X) oup(X) définie par

+00

{0 = B0 = () = [ xpGadx (1-8)

Sideux variables aléatoires réelléstY admettent une espérance alors, pour (epi) € R? ,
E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y) (I-9
Espérance d’'une fonction d’'une variable aléatoireE[f(X)] :

Soit] un intervalle d’extrémités eth, (—o < a < b < +»). Soitf une fonction & valeur daiks

définie et continue sur

f(X) admet une espérance mathématifjy&X)] si et seulement j'foff(X)p(x)dxest

absolumentconvergente et nous avons [3] :

FIFOO1 = (F00) = [ FGpCd (1-10)

Variance o” et écart-type o

SoitX une variable aléatoire continadmettant une densité de probabjitéOn appelle variance

deX, notées?, I'espérance de la variab(& — E(X))?, c’'est le réel :

0% = Var(X) = (X - E(0))") = f (x — EX)) p(x)dx (I-11)
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L’écart-type de la variable aléatoiXe notéeo, est la racine carrée de la variance :

a(X) = Var(X) (I-12)
Il est possible de tirer une expression plus simple pour la variance :
Var(X) = E(X?) — (E(x))° (1-13)
En effeton a:
Var(X) = f (x — E(X))zp(x)dx
= f (xz —2xE(X) + (E(x))z)p(x)dx
= f x2p(x)dx — 2E(X) f xp(x)dx + (E(x))? f p(x)dx
= E(X?) - 2EQOEX) + (E@))°
Var(X) = E(X?) — (E(x))?
propriétés

Pour tous réela etb et pour toute variable aléatoikeadmettant une variance, nous avons
Var(aX + b) = a?Var(X) (1-14)
Vocabulaire

1. SIE(X) = 0, alorsX est une variable aléatoire centrée.

2. SiVar(X) =1, alorsX est une variable aléatoire réduite.
3. SiX admet une variance non nulle et une espérancey, la vd(i“abl% est appeléee

variable centrée et réduit associéé a
I-2-1-3 Quelques lois de probabilité
Loi uniforme continue Ula, b]

Une variable aléatoir&suit une loi uniforme continue duy b], si elle a pour densitg(x)définir

par [4]
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1
p<x>={—b_a'aﬁxﬁb (1-15)

0 , Sinon
Onnote alors: X ~UJa,b]

On obtient sans difficulté, La fonction de répartition d’'une loi unifotifwe b]est égale a :

0 si x<a
xX—a
F(x)={b_a si a<x<bh (I-1e6)
1 six>b

SoitXune variable aléatoire qui suite une loi unifortiie, b] . Nous avons :

a+b b — a)?
et Var(x) = ( 3 )

La loi uniforme continue de référence est la 04i,1], correspondant au générateur de base des

E(x) = (I1-17)

nombresaléatoires de la plupart des logiciels. a partir d’'un teléggteur, des nombres aléatoires

uniformément distribués sont dur, b] sont produit par la transformatign= (b — a)x + a.

Loi normale centrée-réduite N(0, 1) ou loi Gaussienne
Une variable aléatoir& a valeur dan® suit une loi normale centrée-réduite, nodd@,1), si X est

une variable continue et admet pour densité de probabilité la fopctigrsuivante [3]:

-1 x (1—18)
p(x) = Eexp -
La fonction de répatrtition de la loi normale centrée-réduite est :
1 ¢ x?
F(t)=\/§f_wexp (—7>dx (I-19)

Propriétés
1. Le graphe de la fonction de densité de probabilité» «a l'allure d’'une courbe en cloche
connue sous le nom de Gaussienne.
2. Le graphe de la fonction de répartitionF«w> est symétrique par rapport au point (0,1/2) .
3. SoitX une variable aléatoire qui suit la loi normalg,1). Nous avons :
E(X) =0 etVar(X) = 1.C’est la raison pour laquelle la loi est appelée centrée-réduite.
4. Nous avons, pour toute N :

(2n)!

EQX™) =

et E(X2"1) =0 (1—20)
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Loi normale de paramétres e N(u, o)
Une variable aléatoir&dda valeur dans® suit une loi normale de paramétnes R et ¢ > 0, notée
N(w0), si X est une variable continue et admet pour densité de probabilite ldofomgt;

suivante[3] :

Puo(X) = . exp [—%(x — u)z] (I-21)

2mo? o

Et admet la fonction de répartition suivante :

fexp [_%(x — u)z] dx (I-22)

o) = 2m0? I o
Propriétés
1. Le graphe dep,, a I'allure d’une courbe en cloche symeétrique par rappsrtau, pointue
pourc petit, aplatie pous grand.

2. La fonction de densité d’une loi normai€y, o) vérifie

Puo(n+u) =pyo(n—u) (1-23)
3. Lafonction de répartition d’une loi normaly, o) vérifie
Fio(u—x)=1—-F,,(n+x) (I-24)
4. SoitX une variable aléatoire qui suit une loi normé(g, o). Nous avons
EX)=pn et Var(X) = o2 (I-125)

Loi exponentielleE,
SoitA (1 > 0), une variable aléatoir® suit une loi exponentielle de paramétra continue et admet

si elle a pour densité [4] :

Aexp (—Ax), pour x>0
p(x) = {0 P ),Zour x <0 (1-26)
La fonction de répartition d’'une loi exponentielle est égale a
_ {1 —exp (—At) pour t=0 _
FO = { 0 pour t<o0 (1=27)

Propriété

SoitX une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle. Nous avons :

E(X) =% et Var(X) =% (I—-128)
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[-2-1-4 Généralisation a n dimensions

Densité de probabilitép ()
Nous avons vu quelques éléments de probabilité pour une seule variablpluBmurs variables, la
généralisation est directe [5]. 7Sk (x4, x5, ... ... X,) est un point de l'espa®®, la densité de
probabilité esp(r) et I'élément de volume edv = dx,dx; ... ... dx,.La probabilité quesoit dans un
volume infinitésimal n-dimensionnél est :

dP = p(¥)dv (I-29)

fﬂp(f)dv —1 (1-30)

Si les variables aléatoirag (composantes du vecteur aléatairgont indépendantes les une des autres

Avec p(r)normalisée, c’est-a-dire :

alors la densité de probabiligr) peut se factoriser sous la forme
oM = [ 9t (I1-31)
a
Oug (x,)est une fonction d’'une seule variakl|gavec
400
f g(x)dx, =1 (I-32)

On adonc

ﬂfﬂ p(P)dv = ﬂa Tg(xa)dxa =1 (I-33)

Espérance et variance

an dimension I'espérance d’'une fonctip)est donnée par :

ELF ()] = (f(P)) = f f f F(Pp(Pdv (1—34)

Et la variance par :

var(f®) = (@ - BF)) ) = [[[ (6 - B 7)) pirav (1-35)




Chapitre | : Introduction aux méthodes Monte-Carlo

I-2-1-5 Convergence et théoréemes limites

Convergence en loi
Soit (X,,n = 1) une suite de variables aléatoires définies sur un méme qguEdabililisé etF, la
suite des fonctions de répartitions correspondantes X8og variable aléatoire définie sur le méme
espace probabilisé Btsa fonction de répartition. Nous disons que la giiten > 1) converge en loi
versX si, en tout poink de continuité dé&, nous avons [3] :
1111_)12) E,(x) = F(x) (I-41)

Aussi, la suitgX,,,n = 1) converge en loi ver¥ si et seulement si pour tout couple de pointt b
de continuité dé’, nous avons :

TllmP(a<XnSb)=P(a<XSb) (1-42)
Loi faible des grands nombres
Soit (X,,n = 1)une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquemebuéést (iid),
ayant une espérance [ et une variarida].
SoitXla valeur moyenne empirique (ou arithmétiqueXge

_ 1

i=1
Alors la suite(X,,n > 1) converge vers I'espérance mathématigueE (x) de la variablec. C'est-a-

dire :

1 = n—oo
EZXi—) E(x) (I-44)

Théoreme central-limite
Soit (X,,n = 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquestehtiées, ayant
une espérance U et une variaste

Posons

_Xn—n _
Y"_a/\/ﬁ (I—-45)

Alors la suite (Y,,,n = 1) converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale cagtaigeV

0,1) [3].
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[-2-2 Simulation Monte Carlo

I-2-2-1 Définition

Dans son Dictionnaire encyclopédique de la statistique (Dunod 1997), dladige donne la
définition de la simulation que nous reproduisons ici : La simulatiomrestméthode permettant la
reconstitution fictive de I'évolution d’'un phénoméne. C’est une expérini@mtattuelle qui suppose
la constitution d’'un modéle théorique présentant une similitude de pé&spaéatde relations avec le
phénoméne faisant I'objet de I'étude.

En effet, il n’est pas toujours possible d’étudier le comportemecedains phénomenes ou de
modeles en raison de leur complexité. Dans ces cas, hous auronsa@arsa des simulations pour

combler I'absence d’éléments expérimentaux ou théoriques [3].
I-2-2-2 Génération de nombres aléatoires

La méthode Monte Carlo repose sur la simulation d’'une suite dablamléatoire (Xns1
indépendantes et identiquement distribuées selon une loi donnée. Pour @stenimbres, on peut se
référer a des tables préétablies a partir par exempbhéroménes physiques trés complexes on un
guelconque processus qui a une tendance aléatoire. Lorsqu’on utiiséculateur, on construit des
nombres produits par le hasard a I'aide d’'un algorithme mathématitfgpiat. Le probléme est que

I'on ne peut étre sar que les nombres générés de cette fagon sont parfaiteate@nt sl

I-2-2-3 Nombres pseudo-aléatoires

Actuellement, tous les logiciels de calcul possedent un généde nombres aléatoires qui en
général correspondent a des échantillons provenant d’'une loi unifortieueosur l'intervalle [0,1].
Ce sont ces échantillons que nous qualifions de nombres pseudo-aléatosgselbes sont
engendrées par un mécanisme complétement déterministe. Lesidensg paincipales pour lesquelles
nous nous contentons d’'un comportement pseudo-aléatoire sont :

- |l est trés difficile d’obtenir de « vrai » nombres aléatie¢ que, dans certaines situations, il
n'est possible d'utiliser que des nombres pseudo-aléatoires, er [¥ace de vrais nombres
aléatoires ;

- Ce sont des générateurs particulierement adaptés a une implégomeinformatique, donc plus
facilement et plus efficacement utilisables [3].

En effet, il n'existe pas d’algorithme mathématique qui permegéteérer des nombres réellement

aléatoires. On obtient uniqguement des nombres qui se rapprochealedtire dit nombres pseudo-

aléatoires, les nombres pseudo-aléatoires générés par ordinfiggantides nombres aléatoires par le
10
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fait que lorsque le premier est arbitrairement si, toute la suite est complétement déterminé
reproductible. Par cet effet, on peut appliquer @s$s de qualité et vérifier les programmes ¢
lesquels ils sont utilisés.

On montre dans la figure-{) sous la forme d’histogrammeleux exemples de nération de
distribution aléatoire a l'aide du logiciel Mapllg premiere pourune distribution uniforme si
lintervalle [0,1] et le deuxiéme pouune distribution gaussienne avec une variag =1sur

l'intervalle [-3, 3], le nombrel’événements générés est de 20000 événe [1].

700

150

100

50

%.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figure I-1 : Histogramme d'une distribution uniforme a (gauckey’une distribution gaussienne

(droite) avec 20000 événements obtenue a l'aiddajde

On voit bien que le nombre de points par bin dans la digion uniforme est quasime
constant sur tout I'intervadl[0,1, alors que dans la distribution gaussienne ongiaiou une majorit
des points sont situées dans le centre de linfle [-3, 3], das le reste de l'intervalle ce nomt

diminue en s’éloignant du cenitié.
[-2-3 Méthodespour la génération de nombrs aléatoires

Nous allons présenter ici quelqgues méethodes numesigtilisés pour la génération cvariables
aléatoire.

[-2-3-1 lois uniformes

Une des formules les plus utilisées pour engendrex suite de nombres pse-aléatoires a

distribution uniforme est la méthode de congruehdtie.est basée sur la séquence itér :
X =aX_+ modulom| (I—46)
Ceci signifie que le nombr& est égal au reste de la division |mdea.x_ + C, Oum, a, et C sont

des constantes. La séquence de nombres généréetmamrelation a une période égalemsous

11
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certaines conditions vérifiées par les constantes. On a donétiaté@e que la période soit la plus
longue possible.
Le cas le plus fréquent est=0 , m=2" (un calculateur travaille facilement en binaid)étant
généralement supérieur a 30. Ainsi, paur 0, On obtient :
X =aX_[modulom=2"] (1—47)

Les nombres obtenus ont une distribution uniforrdée (aussi rectangulaire). La plupart des
calculateurs utilisent cet algorithme pour donnes ¢équences de nombres pseudo-aléatoires a
distribution uniforme syi0,1 [1].
[-2-3-2 loi non uniforme

Souvent, on a besoin d’'une distribution non umifer Il existe de nombreusesméthodes que

'on peut utiliser pour générer des distributioreatiguliéres. Nous présentons deux approches: la
meéthode d’inversion et la méthode de rejet [6].

Méthode d’inversion

La simulation par inversion de la fonction de réian constitue la méthode de simulation la plus
directe.

Normal Distribution
Cumulative Probability

Uniform 1,0 Fraohahility Density
distribution

0.8
x«U(0, 1)

0,6

0,4

0,2

0o g 3 i g g 0

X «N(m,s) Normal distribution

Figure 1.2 : Méthode d’inversion pour une distribution norm@tanction gaussienne)
SoitF une fonction de répartition définie sur un intdélefa, b], de fonction inverse
F~1 = inf{t: F(t) = u} Pour tout ue]0,1[ (1—48)
Etant donné une variable aléatoire, ndiégui suit la loi uniforme sur l'intervallg,1]. Considérons

la variable aléatoir& = F~1(U) et déterminons sa fonction de répartition. Noumnav

12
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PX<x)=PF'(U)<x)=P(U<F(x))=Fx) (1—49)

Puisquel suit la loi uniforme. Donc la fonction de répadit de la variable aléatoité est égale
arF(x).

Ainsi, a partir de nombres pseudo-aléatoitgs.. .....u,, simulés suivant une loi uniforme sur
I'intervalle[0,1], nous obtenons, en posant= F~1(u;), des nombres pseudo-aléatoisgs.. ... ... x,,

simulant les réalisations d’'une variable aléatdgdonction de répartitiofi (x)[3].

Méthode de rejet
Supposons que I'on dispose d’'une méthode pour sinuule variable aléatoire de fonction de densité

g(x) . A partir de cela,on peut simuler une variabla@#e continue d’'une autre fonction de densité

f(x). En effet, on simule d’abord la varialjlayant la densitégy puis ou accepte cette valeur

générée avec une probabilité proportionneﬁ%ﬁ)[?]. Soit un constante > 1 telle que :
aly

o)

3G < ¢ pour toutx
et soit
f(x)
a(x) =—=€[0,1
cgGo) 11

Soit Y1 une variable aléatoire de densitéet U;une variable aléatoire de loi uniforme indépendant
deY;.SiU; < a(Y;), on pos& = Y;. Si non, on rejett&, et on simule une autre variable aléatBice

densitég et on recommence.

Départ
Générer Générer un nombre A-t-on Oui
y-g > Aléatoire > — Poser X' =Y

L'—S@EC

g(») W
Non

Figure 1.3 :L’algorithme de la méthode de rejet
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I-3 Marches aléatoires

Plusieurs processus physiques tel que le mouveBrentnien, le transport des électrons a
travers un solide ou par exemple les erreurs cueaulidns un ordinateur sont modelés comme des
marches aléatoires. Il s’agit généralement de suivr fonction du temps une chaine d’événements
{X,}dans laquelle I'état suivant est déterminé soitju@ment par son état présent soit par son

historique proche ou loin.
[-3-1 Chaines de Markov

Une grande partie des calculs Monte Carlo, notamire@ mécanique quantique avec les
méthodes Monte Carlo quantiques (QMC), sont basés des marches aléatoires deésignées
mathématiquement par chaines de Markov. Il s'agihed classe générale d'algorithmes pour la
génération de nombres aléatoires (on parle aussedeurs aléatoires) et I'échantillonnage a partir

d’une distribution de probabilité donnée.

Les méthodes de Monte Carlo par chaine de Mark@W&2) créent des échantillons a partir

by

d'une variable aléatoire continue, avec une derdgtérobabilité proportionnelle a une fonction
connue. Pratiquement, une chaine d’états est gé@épartir d'un ensemble de points arbitrairement
choisis et suffisamment éloignés les uns des aufretse chaine représente un processus stochastique
de «marcheurs» qui se déplacent au hasard selalgonthme qui recherche des endroits avec une
contribution raisonnablement proportionnelle adaction de distribution pour générer les éléments

suivants de la chaine, leur attribuant ainsi debailités plus éleveées.

Une chaine de Markov est un processus stochastipogsédant la propriété de
Markov suivante : I'information utile pour la prétion de I'état futur de la chaine est entierement

contenue dans I'état présent du processus etpassiépendante des états antérieure.

Ainsi une chaine d’événemer(X,, n > 0)est une chaine de Markov [8] si la loi de I'é&t,; ne
dépend des valeurs pasg@gs.......,X,) que par l'intermédiaire d&,, et n'a pas de relations

« directes » avec les états antérieur&s a

Soit E un espace probabiliste et soit lune matrice de transitiap = (Q(x,y); x,y € E). Une suite

(X, n = 0) de variables aléatoires est appelée chaine de Makonatrice de transitiof si, pour

toutxq, x5, ... ... , X

14
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P(Xpi1 = %/Xo = X0, X1 = X1, e, X = %) = P(Xpy1 = %/ Xy = %) = Q2 %) (I-50)
[-3-2 Algorithme de Metropolis-Hastings (MH)

Utilisé notamment en statistique et physique stigtie, I'algorithme de Metropolis-Hastings
est une méethode de Monte Carlo par chaine de Markdvpermet d’obtenir une séquence
d'échantillons aléatoires a partir d'une distridoutide probabilité donnéer pour laquelle
I'échantillonnage direct est difficile & obtenir gdndition que l'on connaisse une fonctidn
proportionnelle ar. Cette séquence peut étre utilisée pour approximelistribution (par exemple
pour générer un histogramme) ou pour calculer atégiale sur cette variable (sous la forme d’'une
espérance mathématique). L'algorithme est géméeale utilisé pour I'échantillonnage a partir de
distributions multidimensionnelles, en particuliersque le nombre de dimensions est élevé. Le

principe de I'algorithme est le suivant.

L'algorithme MH fonctionne en générant une ségeate valeurs d'échantillons de telle sorte
gue, a mesure que de plus en plus de valeurs smhtifes, la distribution des valeurs se rappratde
la distribution souhaitée Ces valeurs sont produites de maniere itératwee da condition que la
valeur suivante ne dépende que de la valeur aetull I'échantillon (chaine de Markov). Plus
précisément, a chaque itération, l'algorithme $iélece un candidat pour la valeur d'échantillon
suivante en fonction de la valeur actuelle. Ensuateec une certaine probabilité, le candidat est so
accepté (auquel cas la valeur est utilisée dassaltion suivante), soit rejeté (auquel cas lawale
candidate est rejetée et la valeur actuelle edilisée dans litération suivante). La probabilité
d'acceptation est déterminée en comparant la famdtipour la valeur actuelle a la distribution

souhaitéer.

Algorithme MH: Soit E un espace probabiliste #tune probabilité donnée s#ique I'on cherche a
échantillonner. soit une matrice de transitionBde densité de probabili@ appelée aussi probabilité
de proposition. FixonsX, = x, oU x, est tel quem(xy) > 0, puis construisongX, n > 1) de

maniéere itérative comme suit [8].

Supposons quk,, = x,,. on simule deux variables aléatoires indépenddptéadépendantes des

simulations passéeg), etU,, avec :

Y, suit la loiQ,,, (pour touty, P(X,, = y) = Q(x¢,Y)).

U, suit une loi uniforme sUi, 1].
15
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On définit la probabilité d’acceptance :

. 7(y).Q(y.x) -
a(x,y) = min (1, —n(x)_q(x,y)) (I-51)

et on calculX,,,; de la fagon suivante :
- SiU, < a(X,,Y,)alors on accepte la valeur et on poXe;; =Y,
- SiU, = a(X,,Y,)alors on rejette la valeur et on posg,;1 = X,

La connaissance de la lmin’est pas nécessaire si on connait une fonctiopgotionnellef ~ . Le
coefficient de proportionnalité va ainsi se simplifdans la formule dgx,y). En plus si la

distributionQ est symétriqu@(x, y) = Q(y, x) on obtient alors I'algorithme original de Metrojsol

"(”)> (1-52)

a(x,y) = min <1m
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Chapitre Il : Intégration Monte Carlo Multidimensionnelle

[1-1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons réaliser une étude comparative’engrelés méthodes d’intégration
numerique classique (dite déterministe), a savoir la méthode dmNSates, et la méthode de Monte
Carlo (qui est une méthode stochastique) dans le cadre de [I'estimatintégrales
multidimensionnelles. Dans un premier temps on va présenteiélbeaes de quadrature composites
de Newton-Cotes pour l'intégration numérique par morceaux (Rectangleeze et Simpson) ainsi
gue deux méthodes d'intégration de Monte Carlo et leurs génémisaii n dimensions. Nous
réaliserons par la suite le calcul d’'une intégrale multidsranelle dans I'objectif de comparer les

deux approches.

[I-2 Méthodes d’intégration de Newton-Cotes

En analyse numérique, il existe une vaste famille d'algorithdoed le but principal est
d’estimer la valeur numérique d’une intégrale définie sur un damgamticulier pour une fonction

donnée. Ces techniques déterministes consistent a approcher une intégrale

b
1= ff(x)dx (-1
Par une formule de quadrature, qui est simplement une somme de la forme :

k
1) = ) wif () (1-2)
i=0

Les méthodes de Newton-Cotes pour le calcul numériqgue d'une intépradeste a remplacer la
fonction & intégrer par son polynédme d’interpolation aux points d’'intégrati qui dépendent de la
méthode.Nous obtenons ainsi une valeur numérique approchée de l'intégfiaie ¢l-1), en
intégrant le polyndme d’interpolation sur lintervajte b].Cette méthode peut étre améliorée en
subdivisan{a, b] enm sous-intervalles et en appliquant la méthode sur chaque sous leferiest

les méthodes composites.Dans ce qui suit nous désignons par :

m : nombre de subdivisions (équidistantes) de l'interja]ke]
Xo=aXm=b,h=(b—a)/meX; =a+ih.

[I-2-1 Formules des rectanglesa n dimensions
La formule des rectangles pour le calcul d'une intégrale & unendion et sans subdivision est

donnée par :

17
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b
I = [ redx = (b - 5 ®) (11— 3)
Pourm subdivisions I'équation (11-3)peut s’écrire sous la forme suivante :
m—1Xi+1
= f feadx = [ faodx = Z(xm XOF (i)
i=0 X;

I, = ff(x)dx ~ b;aZf(a +ih) (11— 4)
o i=1

C’est la formule des rectangles composite.En deux dimensions la formdijed@i4ent :

fbff(xl xz)dx1dx; —f Z f(Xul xz)dx2
m b L om m
bma Z ff(Xlil,xz)dxz = (bma) Z: Z F(X1i, Xai,)
b b o
fff(xl x2)dx dx; = ( ) Z z f(a+ijh,a+iyh) (IT-5)
aa i1=1i3=1

On peut généraliserl’expression (11-4) poudimensions par :

—a
=ff...ff(xl,xz,...,xn)dxldxz wdx, ( — ) z Z ...Zf(Xlil,Xziz,...Xnin)
a a a i i i

i1=1i=1 ip=1

n

h= ()

ii if(a+llha+lz ,a+i,h) (I1—6)

i1=1i=1 ip=1

[I-2-2 Formule des trapézes a n dimensions

La formule des trapézes pour le calcul d’'une intégrale a unensiomeet sans subdivision est donnée

par :
’ b
—a
h= [ f@ar =232 ¢ @+ ro) (11=7)

Pourm subdivisions on obtient la formule des trapézes composite

m-1Xi+1
I = f fdx = Zl | reox~ Z M(ﬂxa + Ftunn))
i=0 x;

m-1

m-1 1
b—a b—a
=5 ; (F&X) + fXin) = 2m L ]Zof(XHj)

18
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m-1 1
b
I; =ff(x)dx =~ Zma Zf(a+h(l +]))

(I1-8)
i=0 j=0
En deux dimensions la formule (II-8) devient

b b b m-1 1
b—a
fff(xl xp)dx dx, = f Z

2m f(X1(11+]1) xz)dxz
i1=0 j1=0
m-1 1 2 Mm— 11 m-1 1

m Z Z ff(Xl(lml) Xp)dx, = ( > ) Z Z F Xyt Xa iy 472)

=0j1=0gq i1=0 j1=0i2=0 j>=0
b b gm-1m-1 1

—a
- [ [rowsanas = (2 Y Y Z fla+ Gy +jphat G +jdh)  (1=9)
a a i1=0i2=0j1=0j2=0

Et an dimensions I'expression (11-8) se généralise a

b b m-—1 m-—1 1 1
I, =af...!f(x1,...,xn)dx1 e dty = (bz_—ma> <L 0 )(Z )f(Xl(im'l)

oo X i)
1=0  in=0 J1=0  jn=0
b n/m-1 m-1 1 1
—a
= ( 2m ) Z Z f(Xl(i1+j1)’""Xn:(in+jn))
i1=0 in=0 Jj1=0  jp=0
b—a n/m-1 m-1 1 1
’"z( Zm) Z Z fla+ @iy +jDh, ..,a+ (in + jn)h) (11 — 10)
i1=0 i,=0 j1=0 jnp=0

[I-2-3 Formule de Simpson a n dimensions

La formule de Simpson pour le calcul d'une intégrale a une dimension est donnée par

b
L= [ rea = 2 )<f(a)+4f( )+f(b)>

(I1—11)
Posons wy, = 1,w; = 4,w, = 1 etX;; = X; +§j =a+ih +jE
avecm subdivisions I'équation (II-10)peut s’écrire sous la forme
b m 1 Xit+1
Xi+ X; + Xy
h=[r@a=) [ foodc= Z g(m) rar (F5) 4 px,)
a i=0 x;
m-1 m-—
b— i+
== Z (f(x>+ o (FER) 4 f(XL+1)> = Zo(w()f(xlo) £ f () +wof (X))
b— am—l 2
= om Zij(Xij)
i=0 j=0
b b— am 1 2
Il=ff(x)dxz o ZZ)w,f(a+lh+]—) (I—-12)
a i=0 j=
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En deux dimensions la formule (II-12) devient :

m-1m-1 2 2

b b
L= | [ e sands, - CNN S wwaf (a+ ik i batih k) (11-13)

i1=0i2=0j1=0j2=0

et la généralisation de I'expression (11-12) poulimensions donne :

In = (b6:na)n (21 '"Tn_l )(i zz: )Wn e Winf (a +ih +j1§, v, @+ inh +jn;) (II—14)

i1=0 ip=0 Jj1=0  jp=0

1I-3 Méthode d’intégration de Monte Carlo

[I-3-1 Description de la méthode

Pour utiliser une méthode de Monte-Carlo pour le calcul d’'une intédeale forme (II-1)[9], on doit
tout d’abord mettre sous forme d’'une espérance mathématique la@gameti’'on cherche a calculer.
En effet comme on a vu au chapitre |, I'espérance d’'une fonf{ion de la variable aléatoir® est

donnée par :

b
EIFGO] = [ FpGdx (1l — 15)

la variable aléatoireX étant distribuée selon la densité de probabpi¢€).Pour pouvoir calculer
E[f (x)] il convient de savoir simuler une variable aléat&irgelon la lojp(x). On dispose alors d’'une
suite (x;)(un échantillon) deN réalisation de la variable aléatoie Or selon la loi des grands
nombres un estimateur qui approxifg (x)] est donnée par la moyenne arithmétique (ou empirique)

deY = f(x) sur lesN réalisationsxy, ..., x,,.

b N
1 _
[ repeax = errco) = W20 = a1 - 16)

Ainsi un choix adéquat d&(x)permet d’estimer l'intégrale (lI-1).

[1-3-2 Intégration Monte-Carlo avec échantillonnageuniforme
Cas d’une intégrale unidimensionnelle [10]:
SoitX une variable aléatoire distribuée selon une densité de probabilité unifdpmeur I'intervalle

[a, b]:
20
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1
p(x)zy—b_a,aSXSb (11_17)

0 , Sinon
avec [ p(x)dx = 1

Dans ce cas l'intégrale (11-16) se réécrit :

b b
1
FIF] = [y f@dx = [ fGodx = (b - QL] (11 - 18)
a b b a y
—a
= 5= [ fdr =" Zlf(xo (11 - 19)

Cas d’une intégrale multidimensionnelle [10]:

Soit I'intégrale multidimensionnelle suivante :
I, = ff F@)dv (11 — 20)
D

Avec . (@) = f(xqg, ..., xp)€MHv = dx; ...dx,.

Pour faire simple on va choisir un domaine cubiue ([a, b], ..., [a, b]) € R™ de volum& =
(b—-a)"

On définit la fonction de densité de probabilité unifomig)dansR"par :

1
p(F)={(b—a)n asx<h (11— 21)

0 , Sinon

Sachant que () est normalisée :

b b
ff p()dv =f f Py, e, x)dxy ndx, =1
R™ a a
On peut réécrire l'intégralk, sous la forme :

h=-a" || r@p@d = - Elfe) (11 - 22)
D

Selon la loi des grands nombres, on peut estimer I'espérarf¢e)dear la moyenne arithmétique,

donc :

=[] roaw~© ],a)nif(ﬂ) (1 -23)

[1-3-3 Convergence de la méthode

Pour étudier la convergence de la méthode Monte Carlo, il faut évaluer I'erreutr dgfiree par [11]:

N
. =E(Y)—%ZYL- =EY)-Y (I1—24)
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Avec Y=f(x) et EX)=u =f:f(x)p(x) dx l'espérance de f(x) décart type

o = E(Y2) — E2(Y).
Soit y; = f(x1),¥2 = f(x2), .., yn = f(x,) une suite de variables aléatoires reéelles tel
quex,, x,, ..., x, i.i.d (indépendantes et identiquement distribuées) se(eh. Alors, la convergence

de I'erreursest assurée par la loi des grands nombres qui stipule que la moyenne arithmétique :

7= %Z v, (Il = 25)
Converge « en probabilité » vers la moyenne stochastique (ou I'espérahéenatajue)
u=EY) =E[f(x)] lorsqueN — +oo. C'est-a-dire, quel que soit le nombre pogitfonnée :
I\lll_r:rgo P(ley] >€) =0 (I - 26)

P étant la probabilité.

[I-3-4 Vitesse de convergence
On étudie la vitesse de convergence d’'une intégrale par la méthmate-Carlo par le théoréme
centrale limite.

Soit(Y;,i = 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiguement distribuées [11]. On

suppose qué(|Y?]) < +0.0n notes? la variance dé :

6% = E((Y — E(Y))?) = E(Y?) — ()’ (1 - 27)
La suite
L&
_gN = —( Z Y; — E(Y)) W;(Yi —E)) (I1—28)
qui est aussi une variable aléatoire, converge en loi vers la loi normale cédtigée IC’est-a-dire
Va<bh ARP(\/%aSeNS\/O—_ \/_fexp< )dx (I1—29)
et I'écart type de la variable aléatoig esto, = ——. En d’autres termes, la vitesse de convergence de

N2
la méthode Monte-Carlo est de I’ordre%ve Ce constat reste valable quelque soit la dimension de

l'intégrale. Ce qui est remarquable c’est que la vitesse desggence ne dépend pas de la dimension

n de l'intégrale, mais dépend uniguement du nombre de points d’intégxation
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[I-3-5 Estimation de la variance
On présente l'erreur de la méthode de Monte-Carlo soit en donneatt [pe desy ,c'est-a-

direa/+/N, soit en donnant un intervalle de confianc@5& pour le résultat [12]. S& est une loi

normale centrée réduite, nous avéii:| < 1.96) = 0.95. On en déduit que polr assez grand :

— o
P (lYN —E(Y)| <196 \/_N) ~0.95 (IT—30)
On est conduit a un intervalle de confian@®5&odu type :
— o _ o
[YN - 1.96\/—N,YN + 1.96\/—N] (I1-31)

guandN — oo, on peut obtenir un estimateur de la varianci deice a la formule :
1 N
=2 _ V. )2 _
7=y --El(Yl ¥ (I1-32)

a2est appelée la variance empirique de I'échantillon.

On calcul aussi la variance gepar

2 N
(b —a)™ _
Var(l,) = [ l (Y; - Y)? (IT—33)
P

[I-3-6 Méthode de réduction de la variance : échaiiltonnage préférentiel

Les techniques de réduction de la variance sont des méthodes suti@@eaméliorer la méthode
Monte-Carlo [11], c’est-a-dire réduire I'erreagen réduisant son écart-type (ou sa variance).L'idée
générale de ces méthodes est de donner une autre représenta{idnsdes forme d’espérance d’'une
autre variable aléatoire Z, tout en ay&(¥)=E(Z) mais avec une variance réduitar(Z)<Var(Y).
L'une de ces méthodes est I'échantillonnage préférentiel décrit @tdess

lI-3-6-1 Monte-Carlo avec échantillonnage préférentiel (MCEP)

L’échantillonnage préférentiel réduit la variance, en effehaat que nous avons la liberté de choisir
la densité de probabilité utilisée lors de I'intégration, en clsainisdes échantillons a partir d’'une
densité de probabilité(x) qui a une forme similaire [6] & la fonctigi{x) qui est intégrée.On peut

réduire la variance.

Cas d’une intégrale unidimensionnelle [10]:

Revenons a l'intégrale (11-1) :
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b
I=1I, = f f(x)dx

a

Soitp(x) = g(x) une densité de probabilité normalisé ayée) ressemble &(x) (possedeune forme

similaire), de telle sorte que le rappgre fE ; reste sensiblement constant (varie peu) :

% =~ cte sur|a, b].
g doit étre normalisée :
+oo
f gx)dx =1

En multipliant et en divisant pgt(x)dans I'intégrald; on obtient la nouvelle forme suivante :

f(x) _ & —
I = f U E[ - (11 — 34)
L’estimateur de l'intégral, devient :
Cfx) _f® .
I, —f f()dx ~ g(x,) =y ,y(x) = 900 (I1—35)

Ou(x4, x5, ..., x,) €st un échantillon i.i.d. selon la nouvelle deng(té) = g(x).

La variance dé, est alors :

o= (3 8) - & ) -6 e )

Var(l,) = %Var(y) (IT—36)
Et son estimateur :
1 f@)
Var(y =7 0=, vi=ros (1 - 37)
i=1 !
Ainsi que son écart type :
1
o(l) =—=oa(y) (I - 38)

VN

Cas d’une intégrale multidimensionnelle [10]:

Nous pouvons geénéraliser cette techniguedamensions de fagon assez naturelle. Soit I'intégrale

multidimensionnelle (II-21) :

n=| fD f@dv

Soitp(7) = g(r) une densité de probabilité normalisé ayéc) ressemble A(r) sur
D = ([a,b], ..., [a,b])(i.e.f/g = cte).
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avec:

ffD g@dv =1

Si on insére (7)dans l'intégrald,,on obtient

(I 1D, mva - £ [FD _
I, = ﬂD PPy =E g(F)] (11 — 39)
Alors I'estimateur de I'intégral, par la méthode Monte-Carlo est :
15 @)
In:ffn f(T)dvzﬁiﬂm:? (I —40)

Ou(ry, 75, ..., 1,) est un échantillon i.i.d. selon la dengji@). La variance dé, se calcul de la méme

fagon:
Var(l,) = %Var(y) (I1—41)
Ainsi que son estimateur :
1 N
Var(,) = ) 00— 97 (Il - 42)
i=1

lI-4 Application au calcul d’'une intégrale multidim ensionnelle

[1-4-1 Objectif

Nous présentons ici un exemple concret de calcul d'une intégratelimehsionnelle avec

une dimension variant de<£1) a (=8) dimensions en utilisant les deux approches : Newton-Cotes

composites (Rectangle, Trapéze et Simpson) et Monte-Caraplésiet avec échantillonnage

préférentiel), puis on va présenter une comparaison entre ces méttedakul a été réalisé a l'aide

du logiciel « Maple » et le choix de s'arréter a la dimension8) est dicté par les capacités

informatiques en temps de calcul a notre disposition.

[I-4-2 Exemple d’une intégrale multidimensionnelle

Soit la fonctionf () an variable(x, x5, ..., x,) définie surD = ([0,1/2],[0,1/2], ..., [0,1/2]) par
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Nous voulons calculer I'intégrale suivante :
1/2 1/2 1/2
I, = ﬂf f(@dv =f f f e~ (d+xdt4xd) gy d, ... dx, (I1—44)
b 0 0 0
Cette intégrale peut étre calculée de facon exacte en séparentdbkesari
1/2 1/2 1/2 n N
1
I =f e*idx, f e *hdx, = f e¥idx, | = [gerf (§>] (II—45)
0 0 0
I =(0.4612810064)" (IT—46)

A l'aide de logiciel« Maple » on a évalué lintégralgpour (n = 1,2...8) par la méthode des
Rectangles, Trapezes et Simpson et par les méthodes de MadotesGaple (MCS) (ou

echantillonnage uniforme) et avec échantillonnage préférentiel NI@Bur différentes valeurs du
nombre de points d'intégratioN de la fonctionf (r) (pointxy, x,, ..., x,)). Pour les méthodes de

Newton-Cotes composites, ce nomhle dépend du nombre de subdivisions de lintervalle

1
[a,b] = [0,5]
Pour la méthode MCEP, la fonctigrfx) (proche d¢ (x)) utilisée pour la génération de I'échantillon
des nombres aléatoires est le polyndme représentant le développement ddeljgwp@ I'ordre 2 au
voisinage dec = 0 et normalisée sUm, b] = [0, %] :

a une dimension :

1/2
2 24
fG)=e™ = gl)=7701 —x?) ; f glx)dx =1 (I1 - 47)
0
an dimensions
2 T . T[4 X
f=er =[]t = s =] [[Fa-] ﬂ gPdv = 1 (Il — 48)

Sur les figures ci-dessous nous avons tfEee et g(7) (multipliée par une constante) en dimension

n=1 etn=2. Les figures montrent que les fonctions ont des formes assez deosbde que le rapport

f/g varie peu sw{O, %]n
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| gix)} — f(x)] y

Figure II-1 :Courbes des fonction¥r) etg(r) en dimensiom = 1 (a gauche) et = 2 (a droite).

[1-4-3 Résultats et discussion

. oz - . -1
Connaissant la valeur exacigde l'intégrale, nous avons calculé I'erreur relatage= % pour
n

chaque méthode pour les 8 dimensions 1, ...,8. L'évolution de cette erreur relative pour les

différentes méthodes est représentée dans les courbes suivamtestiem du nombre de points
d’intégrationN :

— Rec —— Trap —- Sim

10' 4 —@-MCS ~@-MCS |0 e -@-MCS

—&-MCEP| L A MCEP k ‘-g:a.\\_:_ S |-~ MCEP)

o ) A 1eg-

2 1077
10° 1
o 710:*
f § 10 f 10 :
§ 10 = o]
] T o 10771
& - ¢ " 3
g .
& "u 1010 u ]
:
1072 107 ]

n 10“\ al T T o T T I 10-301 T T T i T T T

10° 10° 10" 10° 10° 10 10° 10° 10" 10° 10" 10" 10° 10° 10' 10° 10° 10 10°

N N N

Figurell-2 : Variation de l'erreur relative en fonction du nombre de points dintégraN en
dimensiom = 1.
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Figure 11-3 :Variation de l'erreur relative en fonction du nombre de points dintégr en
dimensiom = 2.
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Figure 11-4 :Variation de l'erreur relative en fonction du nombre de points dintégr en

dimensiom = 3.
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Figure II-5 :Variation de l'erreur relative en fonction du nombre de points d'iatém N en
dimensiom = 4.
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Figure 11-6 : Variation de l'erreur relative en fonction du nombre de points diatemn N en

dimensiom = 5.
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Figure 1I-7 : Variation de l'erreur relative en fonction

dimensiom = 6.
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Figure 11-8 : Variation de l'erreur relative en fonction du nombre de points diatemn N en

dimensiom = 7.
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Figure 11-9 : Variation de l'erreur relative en fonction du nombre de points drate&mn N en
dimensiom = 8.

Discussion des résultats :

D'apres les courbes précédentes nous remarquons que lerretive relaninue avec
'augmentation du nombre de points d’intégration de la fongfigt) ce qui est tout a fait normal. La
précision augmente avec le nombre de points pour toutes les méthaléschréques Monte-Carlo
sont plus avantageuses que la méthode classique des rectangkes bhésse dimension (a partir de
n = 2).Comparativement a la méthode des trapezes (en noire) la méti@agevl rouge) devient
plus précise a partir de la dimensian= 4 et la méthode MCEP (en bleu) a partirnde 3. On
observe par ailleurs que la méthode de Simpson perd son avantage Mé&mhtdés la dimension
n =7 et devant MCS probablement des 9. On note aussi l'avantage de I'échantillonnage
préférentiel, en effet MCEP est toujours un ordre de grandeur pkisegpgtie MCS. Notons enfin que
les fluctuations de l'erreur pour les méthodes MC sont dues actérarastochastique des ces

méthodes, I'évolution de I'erreur pour les méthodes déterministes estdi(gaiéchelle log).

Le Tableau suivant illustre une comparaison entre les méthodssjatzset celle de MC pour

un nombre précidl = 10° du nombre de points en fonction de la dimensgion
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dimension (n) 1 2 3 4 5 6 7 8

Erreur Rec (%) | 0.000119 | 0,074816 | 0,77825 | 2,709968 | 6,01965 10,5273 15,9139 |21,312796
Erreur Trap (%) | 1,41E-09 | 2,79E-04 | 0,019716 | 0,178878 | 0,702083 | 1,816793 | 3,618223 | 6,111825
Erreur Simp (%) | 1,50E-20 | 2,67€-10 | 9,53E-07 | 5,91E-05 | 7,47E-04 | 0,004172 | 0,014823 | 0,039056
Erreur MCS (%) | 0,020348 | 0,0207713 | 0,0307033 | 0,0254717 | 0,0304663 | 0,034662 | 0,0301723 | 0,0552137
Erreur MCEP (%) 0,001664 | 0,003137 | 0,0045007 | 0,004157 | 0,0038527 | 0,005863 [ 0,0074627 | 0,007608

Tableau II-1 : Les erreurs associées a I'évaluation de l'intégralia denctionf (7) par les différents

méthodes pouN = 10° et pour des dimensions différentesl,...,8.

Comme on le voit dans le tableau (Il-1)Na= 10> pour le cas unidimensionnel, les méthodes
classiques sont plus efficaces. Par contre, pour des intégraliédimarisionnelles (dimension plus
grande que 2), les techniques Monte Carlo notamment MCEP, commempeentige I'avantage : sur
les rectangles a partir cie= 2 ou 3, sur les trapézes a partirrde 3 ou 4 et sur Simpson a partir de
n=7.
Malédiction de la dimensionnalité: Pour illustrer la difficulté rencontrée avec les méthodes
classiques dites déterministes lorsque la dimension devient grxmlanons la relation entre le
nombre de points d’intégratioiN), la dimension de l'intégralei) et le nombrede subdivisiomsjde
l'intervalle d’intégration[a, b].ll est facile de montrer a partir des formules d’intégratie Newton-
Cotes an dimension qué&lest donnée pour les trois approches par les formules :

Rectangle N = m" | TrapezeN = 2"m", Simpson N = 3"m"
Ces formules sont tracés ci-dessous en fonction de la dimenpmur 3 valeurs dm en utilisant des

axes logarithmiques.

Nb de subdivisons m=1 Nb de subdivisons m=5 Nb de subdivisons m=10

1023

Rec ’/ Rec / / /’ o 3|—Rec /“f‘l‘ /
g —— Trap / 10% 3 Trap / FA 107+ Trap /
194 S f / F 4 f ‘/
10"3 —Simp / — Simp /7 10 1 [——Simp / /
T / 10* // / « Iy
Z qplex 4 z 1/ / z 1075 /
E / 5 10”4 // £ 104 M
Y I / o L e oy
8 4p°3 . B ol /)
s 3 2 1074 i g 10 o
3 o S 107 A
10*] /7'/'/ 10' /(./2// s ,/
I i » 107§ e
= 0 —— 0 D_==.‘{-<_ff’)_//:/
10" T s B e s
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dimension n

=
10'

dimension n dimension n

Figure 11-10 :Variations du nombre de points d’intégration en fonction de la dimensipouin)es

trois méthodes de Newton-Cotes et pour trois valeurs du nombre de subdivisions m=1, 5 et 10.
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Le nombre de points d’intégratidd est d’'une importance cruciale dans le calcul numérique
d’intégrales, il détermine a la fois la précision du calcut ééinps nécessaire pour effectuer ce calcul.
En effet la majorité du temps-processeur (CPU time) esindépadans I'évaluation des valeurs de la
fonction aux points d’intégration. Celles-ci étant au nombrl,des’en suit que le temps de caldul

est sensiblement proportionneNa(T ~ N).

Or les figures (11-10) montrent que (et donc T) varie de fagcon exponentielle en fonction de la
dimensionn de l'intégrale quelques soit la subdivisionutilisée (sauf pour le cas simpliste et sans
intérét m=1 pour la méthode de rectangle ou le nomibst constant et égale a 1). Aussi, la vitesse de
variation associée a la méthode de Simpson est plus grande quessetlie a la méthode de Trapéeze

et rectangles.
Dans les tableaux suivants, on présente quelques chiffres du nEmiwetemps de calcdl et de
I'erreur correspondante pour plusieurs dimengioet pourm = 1 etm = 5 subdivisions. On traite

uniguement la méthode trapeze et Simpson.

R. Le tempsT est celui d’un ordinateur avec processeur litetadencé a une fréquence de 2Ghz.

Trap | Dimension n 10 20 30 50 100
Nb de points 1,02E+03 1,05E+06 1,07E+09 1,13E+15 1,27E+30
— T (jours) 4,10E-07 4,20E-04 4,30E-01 4,51E+05 5,08E+20
g Erreur (%) 31,98 63,00 94,02 156,06 311,16
Nb de points 1,00E+10 1,00E+20 1,00E+30 1,00E+50 1,00E+100
i T (jours) 4,00E+00 4,00E+10 4,00E+20 4,00E+40 4,00E+90
g Erreur (%) 1,40 2,80 4,20 7,00 13,99
simp| Dimension n 10 20 30 50 100
Nb de points 5,90E+04 3,49E+09 2,06E+14 7,18E+23 5,15E+47
— T (jours) 4,05E-05 2,39E+00 1,41E+05 4,92E+14 3,53E+38
£ Erreur (%) 0,20 0,39 0,59 0,98 1,97
Nb de points 5,77E+11 3,33E+23 1,92E+35 6,38E+58 4,07E+117
n T (jours) 3,95E+02 2,28E+14 1,31E+26 4,37E+49 2,79E+108
% Erreur (%) 2,86E-04 5,69E-04 8,52E-04 1,42E-03 2,83E-03

Tableau [I-2 : Variation du nombre de pointd), du temps de calcdl' et de I'erreur relative en

fonction de la dimension pour les méthodes des trapezes et Simpson.
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Pourm = 5 subdivisions, le temps de calcul reste gérable pour les dimemsialy on a T=4
jours pour trapéze et T=395 jours pour Simpson mais a partir de dimersitth le nombre de
pointsN devient tellement grandN(= 102%° pour trapéze eN = 3,33 - 1023 pour Simpson) que le
temps de calcul devient gigantesqué= 4 - 101° jours =100 millions d’année pour trapézel et
2.28 - 10*jours~ 624 milliard d’année pour Simpson. C'est ce que les mathématiappedent la
malédiction de la dimensionnalité.

Le calcul d’'intégrale a grandes dimensions est tout simplemguissible a réaliser avec des
méthodes déterministes a cause de cet obstacle. Méme avealensubelivision le calcul devient

astronomiquement long a partir des dimensionss0.

Sur les deux tableaux suivants (II-3), de la méme maniere gqudgsonméthodes classiques,
nous avons reportés les valeurs du temps de calcul et de l'erredepalaux méthodes de Monte-
Carlo MCS et MCEP et ce pour 3 valeurs du nombre de pdihts 103, N = 10°etN = 107.

MCS Dimension n 10 20 30 50 100
o
§ T (s) 0,07 0,13 0,19 0,31 0,60
2 Erreur (%) 0,44 0,57 0,7 0,96 1,61
3
I T (s) 7,37 13,17 18,97 30,57 59,57
i
2 Erreur (%) 0,048 0,079 0,109 0,170 0,322
~
E T (s) 737,00 1317,00 1897,00 3057,00 5957,00
i
2 Erreur (%) 0,011 0,022 0,032 0,053 0,105
Mcep| Dimension n 10 20 30 50 100
o
8 T (s) 0,19 0,37 0,55 0,92 1,82
2 Erreur (%) 0,065 0,087 0,109 0,153 0,263
3
H T (s) 19,10 37,20 55,30 91,50 182,00
i
2 Erreur (%) 0,010 0,018 0,026 0,043 0,084
~
3 T (s) 1910,00 3720,00 5530,00 9150,00 18200,00
i
2 Erreur (%) 6,24E-04 9,12E-04 1,20E-03 1,78E-03 3,22E-03

Tableau 11-3 :Variation du nombre de pointdN), du temps de calcul' et de lI'erreur relative en

fonction de la dimension pour les méthodes de Monte-Carlo.

Premier constat en faveur des méthodes MC : Le temps de salcampte en secondes avec
des valeurs de l'erreur relativement acceptables. Mémeel&-@ augmente lentement avec la

dimension, mais il reste toujours de la marge pour améliorer@etur en augmentaNt Car en effet
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T semble augmenter linéairement aiecontrairement aux méthodes déterministe. Ce constat montre
'avantage des méthodes MC pour le calcul des intégrales a Hamémsion et ce malgré la
convergence lente. Il faut noter que le probleme de la dimensionmalig limite pas uniquement aux
méthodes de Newton-Cotes, mais concerne toutes les méthodesnistiesniGauss, Romberg...etc)

qui utilisent un nombre de point d’intégration supérieur a 1 sur chaque axe de IR8pace

Une derniére remarque que I'on peut faire concernant les méthodes ®land: poulN fixe,
le temps nécessaire pour I'évaluation de l'intégrale par thode MCS est plus petit que celui de
MCEP, par contre l'erreur de la méthode MCEP est meilleure ejleede MCS. Ainsi la méthode

MCEP codte plus chere en terme de temps de calcul mais avec de meillesisn®éci
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Chapitre 11l : Méthode MC quantique variationnelle, application a I'ato me d’hydrogene

[1l-1 Introduction :

Les méthodes de Monte Carlo quantiques (QMC) sont de puissantes apptochastiques
pour calculer les propriétés de I'état fondamental des systumaesiques. lls ont été appliqués avec
succes a une grande variété de problemes décrits par un hamittenygre Schrodinger [13,14]. Au
cours des dernieres décennies, le succées des méthodes Monteq@zerimues (QMC) a été
remarquable notamment dans la résolution des problémes a N corgsamque quantique et en
physique nucléaire [15]. Pour de petits systemes tel que l'atbinédium [16] et les molécules
isolées, matériel de base de la chimie [17], les méthodes QM&azhtit des solutions «exactes» de
I'équation de Schrodinger et des solutions des plus précises disppoibides systémes tres larges
a grand nombre de degré de liberté.

La gamme des applications est impressionnante, on peut mentioqplieagéedes molécules
de protéines, les interactions dans les liquides, les structeidleandles dans les cristaux, les points
guantiques, les structures enzymatiques, les surfaces d'énergiéefetpatr les réactions de tous
types, la structure d'une goutte d'eau, I'énergétique des exdésrigisons dans les noyaux et
structure nucléaire... etc. Beaucoup de ces probléemes sont nouveanixpet étre abordés avec

succes pour la premiére fois a l'aide des méthodes QMC.

Dans ce chapitre nous allons étudier 'une des méthodes QMCgitl #"ane méthode tres
répandue et connue sous le nom de Monte Carlo quantique variationnnelle JVObectif est
d’appliquer cette méthode a la résolution de I'équation de Schrodingeup systéme simple qui
est 'atome d’hydrogéne et plus précisément dans le caldidrazgie et la fonction d’onde de I'état

fondamental.

l1I-2 Apercu de quelques méthodes Monte Carlo quangjues :

Il existe plusieurs variétés de méthodes Monte Carlo quantiques, llomsskaiévement citer par la
suite quelques une de ces méthodes les plus utilisées et le principe de lelarsnfement [15].

[11-2-1 Monte Carlo quantique variationnelle (VQMC)

En physique computationnelle, la méthode Monte Carlo quantique variationnelle (V&3WC

une méthode de Monte Carlo quantique qui appligue la méthode variationnelle pour apptétéatner |
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fondamental d'un systéme quantique. L'idée de base est d'utdisproche variationnelle basée sur
la minimisation de I'énergie totale du systéme par rapparieafonction d'onde génériqug a)
dépendant d’'un certains nombre de parametré&nergie totale d’un systeme a n-corps se présente
sous la forme d'une intégrale multidimensionnelle qui est numériqueévahié a l'aide de la

méthode Monte Carlo sous la forme d'une espérance.

L'intégration de Monte Carlo est particulierement cruciale dantype de problemes car la
dimension de l'espace de Hilbert a plusieurs corps, comprenaas tiest valeurs possibles des
configurations, croit typiquement de facon exponentielle avedlka dai systeme physique. D'autres
approches de I'évaluation numérique des valeurs d'espérance de d'dmaigraient donc en
général les applications a des systemes beaucoup plus petitsuguanalysables grace a l'approche
Monte Carlo.

Nous verrons ultérieurement plus en détail la méthode VQMC.

[11-2-2 Monte Carlo par fonction de Green (GFMC)

La puissance et I'importance de la méthode Monte Carlo paridonde Green est qu’elle
fournit un moyen par lequel I'équation de Schrodinger et I'équatidBiadd peuvent étre résolu
exactement pour les systemes bosoniques a N corps [18] et aamsixi@mativement) pour les
systemes de fermions [15,19]. GFMC étant une méthode de Monte Cadolugons sont soumises
aux erreurs de I'échantillonnage statistique. La méthode est basde fait que I'équation de
Schrédinger peut étre transformée en une équations intégrale santiidi fonction de Green pour
un opérateur approprié, cette fonction de Green n'est cependandlgdedt pas connue. Les
marches aléatoires inhérentes aux méthodes Monte Carlo peuvemtraarsnstruites pour générer
les fonctions de Green requises. L'intégration Monte Carlo eséatipour résoudre ces équations

intégrales et I'erreur statistique peut étre réduite par l'introductibéctantillonnage d'importance

[11-2-3 Monte Carlo par diffusion (DMC)

Une approche alternative pour étudier les systemes quantiqueguenpiéchantillonnage
d’'une fonction de Green approximative. La méthode Monte Carlo quantiquésfpsion est basée
sur la transformation de I'équation de Schrodinger dépendante du tempiisant un temps
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imaginaire [14] :t —>%. Cette transformation produit une équation équivalente a I'équation de

diffusion classique avec une soutt@t énergie d’esséi;.

d
V(v Ep) an-1

et la aussi I'intégration Monte Carlo est utilisée pour résoudre numeériquertieréqueation.

[11-2-4 Monte Carlo par intégrale de chemin (PIMC)

La méthode Monte Carlo par intégrale de chemin (PIMC) [19lestméthode de Monte
Carlo quantique qui se base sur la formulation en intégrale de cherfanmiEcanique statistique
guantique. Elle est particulierement utilisée pour les systadeebosons a température non-nulle
[18,20]. Ces systémes sont équivalents a des systemes staistigssiques de polymeéres en
interaction. La théorie est généralement appliquée pour caleslaropriétés thermodynamiques
telles que I'énergie interne, la capacité thermique, ou l'éndlgee Comme pour toutes les
approches basées sur la méthode de Monte Carlo, I'intégration Mataes§tautilisée pour intégrer

numeériquement l'intégrale de chemin avec un grand nombre de points.

PIMC prend en compte tous les effets quantiques (a l'exceptioimtéeattion d'échange).
Une des premieres applications de la méthode fut I'étude darthigdjuide [20]. Elle a ensuite été

étendue pour inclure 'ensemble grand canonique et I'ensemble microcanonique .

[11-3 Méthode variationnelle en mécanique quantique

L’équation de Schrodinger en physique quantique ne peut étre résoluedesfacte que
pour quelques cas simples qui impliquent un nombre trés limité deutest Or les systemes
guantiques réels sont décrits par des équations a n-corps qu’'on néguewiré que de maniere

approchée grace a diverses techniques d’approximation [21].

L’'une des méthodes d’approximation en mécanique quantique est la méthode desvariati
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[11-3-1 principe de la méthode

Considérons un systeme physique quelconque dont I'hamiltéreshindépendant du temps. Nous
supposerons, pour simplifier les notations, que le spectrél @st entierement discret et non
dégeéneére [22] :

Hl(pn) = Enl(pn> (HI - 2)

Lorsqu’on ne sait pas calculer exactement les valeurs prBprtses|¢,,), la méthode des

variations permet d’en calculer des valeurs approchées.

[11-3-2 Propriété du niveau fondamental et théoremede Ritz

Considérons un ket quelconqhg) de I'espace des états du system [16]. La valeur moyenne de

’hamiltonienH (ou de I'énergie) dans I'étdp) est :

_ (WlH[Y)

(H>:E_W (111 - 3)

Le théoreme de Ritz stipule que I'énergie de I'état fondarhépites petite valeur propre dg€) est

une borne inférieure a la valeur moyerkae.

WIHI) _
W) =

En effet, si: ) = X, cnlon) et (Yly) = X,lc,|? alors :

E, (111 — 4)

WIHID) = Y leal? Bn = By ) leal? = Eo(wl) (m-s)

L’égalité se produit si et seulement) est vecteur propre dd avec la valeur proprg, et dans ce

cas tous les coefficients doivent s’annuler a I'exception dg .

De facon plus générale, le théoreme de Ritz montre que la vateggnne de I'hamiltoniel est

stationnaire au voisinage de ses valeurs propres discretes.

Ces propriétés servent de base a une méthode de déterminatiochéppieFr, (ou des valeurs
propres supérieurB,,). Pour I'état fondamental, on choisit (en principe de facon arlgtrair en
utilisant des critéeres physiques liées aux symétries de iltoamen) une famille de ket&)(a))

dépendant d'un certain nombre de paramewteson calcule la valeur moyennéd)(a) de

38



Chapitre 11l : Méthode MC quantique variationnelle, application a I'ato me d’hydrogene

’hamiltonien H dans ces états, et on minimi&§é)(«) par rapport aux parametres; la valeur

minimale ainsi obtenue constitue une approximation du niveau fondarfigitalsysteme.

On peut aussi genéraliser cette méthode et I'appliquer a lamilédéion approchée des autres
valeurs propres de I'hamiltonidii : si la fonction(H)(a) obtenue a partir des kets d’esga(a))
présente plusieurs extremums, ceux-ci fournissent des valeurs &g ate certaines des énergies
E,.

l1I-4 Application de la méthode VOQMC a I'atome d’hydrogene

[11-4-1 Motivation

Les méthodes Monte Carlo quantiques sont plus adaptées aux problémes comportant un granc
nombre de particules étant donné que ces systemes comportent dasonggultidimensionnelles
dont la dimension augmente avec le nombre de particules [23]. L'ajmhcde la méthode a
'atome d’hydrogéne, qui est un probleme a deux corps dont la soluthoteeast connue, est plus
motivée par un souci pédagogique et constitue une premiere intooddatile a assimiler de la

méthode Monte Carlo quantique variationnelle (VQMC).

[11-4-2 Principe de la méthode VQMC

La méthode VQMC [19,24] est divisée en de deux partie, la partiativanelle qui consiste a
minimiser I'énergie moyenne par rapport a des parametm@sns la fonction d’'onde choisie et la
partie Monte Carlo qui évalue cette valeur moyenne de I'éneagientégration Monte Carlo en

'exprimant sous la forme d’'une espérance mathématique :
E= fff p(ME(r)dv (Il — 6)
R3

La méthode est basée sur l'idée suivante : L'énergie totale du systeme @agg#¥ (ou la valeur

moyenne dé/) est :

) [y @ HOdy W@ dv

T R I o T PR TG IR

(I —=17)
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Ou I'on a multiplié et divisé pap(7). En posant

NGk
PO @ v =9
Que I'on interprete comme une densité de probabilité et
H
E(F) = lp‘/’((r)) (111 — 9)

Que 'on appelle énergie locale, on obtient ainsi la formule delédaivenoyenne de I'énergie sous la

forme d’une espérance de I'énergie locale :

= f ff p(FE()dv (111 — 10)
i

La méthode de Monte Carlo est alors appliquée pour le calcul ddargéfjrale en I'approximant par

la moyenne empirique :

B H(7)
ZE( ) = lem (11l — 11)

Ou I'échantillonnage deg; est réalisé selon la densité de probabilité (IIE&)) = p(¥) et la
convergence de la méthode est assurée par le théoremands mpmbres. Le calcul de la variance

pour minimiser I'erreur est aussi réalisé :

40



Chapitre 11l : Méthode MC quantique variationnelle, application a I'ato me d’hydrogene

N
Var(H) = 02(E) = ((H — E)?) =~ %Z[E(Fi) — E]? (Il — 12)

Cette variance doit s’annuler (ou se rapprocher le plus de k#smue I'énergie atteint son

minimum.

[11-4-3 Echantillonnage par I'algorithme de Metropolis-Hasting :

La densité de probabilité (111-8) dépend de la fonction d’onde quenid de parameétres inconnus
on utilise alors I'algorithme de Metropolis-Hasting pour génééshantillon desr;. Pour cela on
propage une chaine de Markqgwdans I'espace. On définie une probabilité de proposiion 7;.)

[17] pour le passage dear;,, uniforme a l'intérieur d’'une sphére centré guet de rayon R :

{Q(ii,iiﬂ) = U[#;, 7; + R] al'intérieur de la sphere. all — 13)
Q(r;,1;41) =0 al'exterieur de la sphere.
La distribution que I'on veut simuler est
9 a
r
() = p() = W) (Il — 14)

s W12 dv

La normalisation de la fonction d’'onde (intégrale dans le dénomijatest pas nécessaire car elle
se simplifie dans I'expression de la probabilit¢é d’acceptance st(d'an des avantages de

I'algorithme MH):

N . T[(Fiﬂ) Q(Fi+1;Fi)>
a(r;,r; = min| 1, ———— III — 15
(oTisa) ( 2 Q) (I =15)
Onadonc:
. . IRGT™ Q(Fi+1:Fi)>
a(r;,r; =min| 1, ——— I — 16
(oTisa) ( VR (11 = 16)
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Que l'on va comparer a une distribution uniforme sur [0,1] pour générer ciaee de vecteurs

aléatoireqr;) distribué selon la densité de probabitit&).

Cas de I'atome d’hydrogene

L'énergie exacté,, du niveawun de I'atome d’hydrogéne (sans tenir compte du spin) est :

R
En=-— (111 — 17)
et sa fonction d’onde :
wnlm(F) = Ylm(gl (p)Rnl(F) (HI - 18)

Sachant que la partie angulaire de la fonction d’onde est connue pgosyskemes a symétrie
sphérique, c’est uniquement la partie radiale de I'hamiltonien guiteevenir dans les calculs. On a

donc :

1 d? 1
H(r) = (_Zﬁr - ;)#}(r) = Ey(r) (Ilf-19)

L'objectif est de calculer I'énergie de I'état fondamentall’deome d’hydrogene en utilisant la
meéthode variationnelle couplée a la méthode Monte Carlo pour l'éwaluales intégrales

multidimensionnelles.

En unité atomiques (Hartree pour I'énergie et rayon de Bohr pdandaeur), I'énergie de I'état

fondamenta{n=1, [=0) est :

0.5
=—0.5 (111 — 20)

E1 —_ _1_2
C’est I'énergie que nous allons calculer par la méthode VQMC.

Pour la minimisation de I'énergie, nous allons choisir la fonalionde radiale réelle (& cause de la

symétrie de I’hamiltonien) suivante a deux parametr&s (
Y () =1 +cr)e ™ (Il — 21)
La fonction d’'onde de I'état fondamental est :

P100(T) = Y10(0, )Ry (7) (IIT — 22)
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R,,(7) qui est la partie radiale de I'état fondamentale que nous devons obtenir par la méthode

VQMC a pour expression :
Rio=e" (111 — 23)

Ce qui veux dire que le couple de parametoes) fecherché qui va minimisé I'énergie astl et
c=0.

Etapes du calcul :

1- On choisis une grille de dimension>880 pour les valeurs des paramétres)(: a varie de
0.1 4 1.87 par pas de 0.3 et c de -0.8 & 0.97 par pas de 0.3.

2- Une double boucle est initialisée sur la grille des valeursodple ,c). Pour chaque couple
de paramétreso(C) on va générer un échantillon de= 10° vecteurss; représentant la
position de I'électron dans I'espace suivant I'algorithme MH.

3- On utilise I'échantillon généré pour calculEr= E(a) par intégration Monte Carlo. On
calcul aussi la variance depour contréler la convergence.

4- Lorsque la grille ¢,c) est complétée ont obtient une surf&¢ec) dans I'espacen(c,E) que

I'on va minimiser pour obtenir I'état fondamental.

[11-4-4 Résultats et discussions

Le calcul a été effectué a l'aide d'un programme Fortrai9%. Les parametres d’entrée du

programme sont les suivants :

L’échantillon de la chaine de Markov de Metropolis-Hasting confieat MCMAX = 10° itération.
La probabilité de proposition (ou de transition) est calculée dames sphére de rayoR =
STEPMAX = 2/(1+ o) en unité de rayon de Bohr. La position initiale de I'électrorclesisie a
7o = RE(3) = (0.1,0.1,0.1) [rayon de Bohr]. Les valeurs initiales des paramétres)€
(ALPHA,WAVEC) = (0.1,—0.8) [ua].
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D’autre part, pour éviter la région singuliere centrale du protowalleur de I'énergie locale dans

cette région est moyennée dans une petite sphére autour du protoordeEMACH=10"2 [rayon

de Bohrl].

Dans la figure (lll-1) ci-dessous nous donnons une représentiomaensionnelle de I'énergie

E(a,c).

[
-\_\_\_\_\_\_\_‘\_\_\_\"——\—\_
27
3 _"'h——_____h__-_ ey
1.5- oy
0.5 .
o

L 1.0
08138 “apha

0.4

Figure 1lI-1 : Surface tridimensionnelle de I'énerdtén,c) dans I'espace. L'axe vertical représente

la valeur de I'énergie en unité atomique [ua].

Pour plus de clarté, nous tracons sur les deux figures (llI-2)représentation de I'énergie en

courbes de niveaux dans le plarc] réalisées a I'aide du logiciel Origin.
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Courbes riveaux de I'Energie - Zoom Courbes niveaux de I'Energie - Zoom

2020
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1,200

08065
! 08135

03205

002744
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0,5000 o

Figure IlI-2 : Courbes de niveaux de I'énerdi€u,c) dans le plano(c). L'échelle de I'énergie est
donnée en spectre de couleur (du bleu pour les valeurs minimalesajusqugie pour les valeurs

maximales). La figure a droite représente un zoom sur la région centcg1,0).

Finalement la variance de I'énergié(a,c) est représenté dans la figure 111-3 suivante :

Courbes niveaux de la variance

0,6

0,04000
003625

0,03000

04
002375
001750
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001125

0,005000

0

0,0
-0,2

-0.4
086 08 10 1,2 14

Figure I11-3 : Courbes de niveaux de la varianeé(a,c) de I'énergie dans le plaa,¢).

On constate sur les figures (IlI-2) que la valeur minintEe’énergie est bien concentrée
autour de la régiona(c)=(1,0) pour une énergie minimate~ —0.5 qui correspond a la solution
exacte de la valeur proprE; de I'hamiltonien et a la fonction radiale,, = e~ du niveau
fondamental. Ces valeurs possédent une dispersion statistique erdéobapane dans la direction
diagonale. Ce constat est aussi confirmé par les courbes de ndesdaixariance qui est minimale

(62 = 0.005) dans la méme régiom,t)=(1,0). La dispersion dans les résultats de I'énergie et de |
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variance peut étre réduite en augmentant le nombre d'itératiomsteMCarlo (la taille de
I'échantillon aléatoire) &V = 10”7 ou108. Malheureusement le temps de calcul fut trop long pour

les moyens informatiques que nous avons utilisés.

46



Conclusion générale

Conclusion générale

Les méthodes de Monte-Carlo sont des méthodes stochastiques d’aptooxiipar
l'introduction de procédés aléatoires. Elles sont utilisées posmialation du comportement des
systemes physiques ou mathématiques. Les domaines d’applicatioes métbodes sont nombreux
et tres riches notamment apres le développement d’ordinateurs puissants.

Notre travail avait deux objectifs principaux. Le premier &ftudle de I'intégration Monte
Carlo multidimensionnelle avec une application comparative entrenédsodes « stochastiques » et
les méthodes déterministes de Newton-Cotes composites (Rec¢tdmgbéze et Simpson). Le
deuxieme objectif est I'étude des méthodes Monte Carlo quantiqugseafiguement la méthode
Monté Carlo quantique variationnelle et son application dans la résoldgoléquation de
Schrédinger pour le calcul de I'énergie et de la fonction d’onde é&at [fondamental de I'atome
d’hydrogéne.

Aprés un premier chapitre consacré aux notions de base de la métbatke Gérlo, notre
étude de lintégration multidimensionnelle présentée dans le dhapita montré |'avantage
incontestable des méthodes Monte Carlo dont le principe est I'ap@tixinde l'intégrale mise sous
forme d’une espérance mathématique par une moyenne arithmétique sur un écfznhlipoints.

En effet et comme on I'a vu, les méthodes d’intégration numériqesiqlees souffrent du
probléme de la dimensionnalité qui fait augmenter de fagon exporergeilhombre de points
d’intégration ainsi que le temps de calcul avec 'augmentatioa dériension de l'intégrale, ce qui
fait des méthodes Monte Carlo une des importantes alternatnadgré une vitesse de convergence
relativement lente d’orddg+/N (indépendante de la dimension du probléme). On a vu aussi qu'il
existe des techniques d’amélioration de MC qui permettent la rédutd la variance (et donc de
I'erreur) tel que I'échantillonnage préférentiel qui donne de meilleusgssons.

Dans le chapitre 3 nous avons présenté l'utilisation des méthodes ®anhbeen mécanique
guantiqgue (QMC). Ces méthodes ont eu beaucoup de succés dans laeslpubpriétés de I'état
fondamental des systéemes quantiques notamment dans la résolution dargsa@bN-corps. Il existe
plusieurs variétés de méthodes Monte Carlo quantiques et notre sasaifocalisé sur la méthode
Monte Carlo quantique variationnelle (VQMC) qui se compose de deuxsytdetolet variationnel
qui consiste a minimiser I'énergie par rapport a des paraswettans la fonction d’onde teste choisie
et le volet Monte Carlo qui évalue cette énergie par iniégrdlonte Carlo en I'exprimant sous la
forme d’'une espérance mathématique.

Comme application de la méthode VQMC, par le couplage de la méthiotigration de
Monte Carlo a la méthode variationnelle quantique et en utilisgitdhtillonnage par I'algorithme de
Metropolis-Hastings, nous avons essayé de retrouver les promleéeté&tat fondamental de I'atome
d’hydrogéne. A l'aide d'un programme fortran et avec un échantdl® = 10° points on a pu
calculer, a des erreurs statistiques pres, les bonnes valeliénetgie et de la fonction d’onde de
I'état fondamental. L’augmentation de la taille de I'échamilpermettra sans doute d’améliorer ce
calcul.
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Résumé :

Ce travail est consacré a I'étude de la méthode Monte Cadoretpplication a
lintégration multidimensionnelle ainsi qu’a la résolution de I'éguatde Schrodinger en
meécanique quantique. Nous introduisons d’abord les notions de base des méthonties M
Carlo puis nous abordons l'intégration Monte Carlo et montrons sa suggeporir les
dimensions élevés par apport aux autres technigues d’intégratiomlimettsionnelles en
réalisant un calcul concret d’intégrale. Comme applicatioraidd’d’'un programme Fortran
nous avons appliquer la méthode Monte Carlo quantique variationnelle (V@ME)le
calcul de I'état fondamental d’'un systeme simple qui est 'atome d’hyceoge

Mots clés: Monte Carlo, Intégration multidimensionnelle, Hamtillonnage préférentiel, Algorithme de
Metropolis-Hasting, Méthode variationnelle.

Abstract :

This work is dedicated to the study of the Monte Carlo method ana@piplication to
multidimensional integration as well as to the solution of the d8iahger equation in
guantum mechanics. We first introduce the basics of Monte Carlo dsettien we study
Monte Carlo integration and show its superiority for high dimensionsr @iber

multidimensional integration techniques by performing a concretgraitealculation. As an
application, with the help of a Fortran program we applied the \@aradtquantum Monte
Carlo (VQMC) method for the calculation of the ground state ahals system which is the
hydrogen atom.

Keywords: Monte Carlo, Multidimensional integration, Imponze sampling, Metropolis-Hasting algorithm,
Variational method.
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